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Forord 
 
Denne rapport er vores endelige rapport på matematikvejlederuddannelsen ved Roskilde 
Universitetscenter, der har forløbet fra efteråret 2014 og tre semestre frem. Rapporten 
indledes med en samlende kappe der perspektiverer vores arbejde igennem 3 semestre på 
matematikvejlederuddannelsen, hvor vi har arbejdet med at opnå kompetencer til at 
afhjælpe elevers matematikvanskeligheder. Herefter følger de tre semesterrapporter som vi 
i løbet af uddannelsen har udarbejdet. Semesterrapporterne indeholder en blanding af 
teoretiske overvejelser og gennemførte matematikvejledningsforløb inden for de tre 
emnekredse: begreber og begrebsforståelse, ræsonnement og bevisførelse og matematisk 
modellering. Den benyttede teori har baggrund i vores pensum af didaktisk faglitteratur.  
Vi valgte i første semester at se på elevers variabelforståelse, i andet semester at arbejde 
med et stillaseringsværktøj, der kunne udvikle elevernes evne til at forstå og formidle 
beviser og i tredje semester arbejde med hvordan vi kan hjælpe vores elever til at have 
større succes med at løse eksamensopgaver som indeholder et element af såkaldt 
afmatematisering, hvor eleverne skal oversætte fra matematisk til almindeligt sprog.  
Alle tre semesterprojekter er forløbet efter samme skabelon, som har været bygget op om 
de tre søjler; detektion, diagnose og intervention. I alle semestre har vi indledt med at 
gennemføre en detektionstest lavet af vores vejledere. Herefter har vi foretaget en diagnose 
af udvalgte elever ved at foretage en række diagnosesamtaler. De fremkomne diagnoser har 
dannet baggrund for at lave forskellige undervisningstiltag, som har haft til formål at 
intervenere overfor elevernes afdækkede vanskeligheder. Til sidst er forløbene så vidt det 
har været muligt blevet evalueret, nogen gange med eftertests, andre gange ved hjælp af 
f.eks. evalueringssamtaler.  
Som konklusion kan vi sige at i alle tre projekter har vi været i stand til at gennemføre 
intervention som har haft målbar effekt. Italesættelsen af variabelbegrebet gav eleverne en 
markant bedre symbol og formalismekompetence, det ordforråd eleverne fik gennem 
arbejdet med STARUD gav dem en sikkerhed og autoritet i arbejdet med beviser og vha. 
italesættelsen af modelleringscykler fik eleverne en bedre forståelse af hvordan 
matematikken bruges til problemløsning specielt uden for matematikken.  
Fælles for alle tre projekter er at vi har arbejdet med hvordan italesættelse af matematik 
kan være både et middel til indsigt i elevers vanskeligheder og et vigtigt 
undervisningsværktøj til at nå ind i elevernes nærmeste læringszone. At opnå den rigtige 
grad af italesættelse kan synes nemt, men som Brousseau fortæller med sit 
devolutionsparadoks, kan en for detaljeret italesættelse devoluere opgaven i en grad så 
eleverne ikke længere kan arbejde fornuftigt med den.  
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Abstract 
 
This assignment is our final report that sums up our three semester course for math-
counselors at Roskilde University from fall 2014 till now.   
The report is made up of the three semester reports one for each of the semesters and an 
introduction that sums up our work and puts forward important perspectives we have 
found highlights what we find essential when helping our students overcome their learning 
difficulties. 
The semester reports contains both theoretical reflections on why students encounter 
problems when trying to learn math and a number of empirical studies we have completed 
on the different types of learning difficulties students can have with respect to the three 
semester topics: mathematical concepts and concept making, mathematical reasoning and 
mathematical modeling. 
During the three semesters we have worked with students understanding of variables, 
scaffolding of students work on deductions and mathematical proofs and finally students 
ability to solve exam assignments that involved a degree of mathematical modeling. 
The semesters have had roughly the same layout with our case studies being based on three 
pillars - the phases: detection, diagnosis and intervention. The detection phase being an 
analysis of the test results from a student test made by our professors, followed by a 
diagnostic phase where we have selected a small number of students for an interview to be 
able to diagnose their learning difficulties and finally the intervention phase that explores 
what we as counselors can do to help the students deal with and overcome the different 
problems we have diagnosed them having. The effects of the different types of 
interventions have been evaluated in different ways, sometimes with tests and sometimes 
with interviews. 
We conclude that our intervention had measurable effect in all three semesters. The focus 
on variables gave our students a better symbol- and formalism-competence, STARUD gave 
them a much needed mathematical language about proofs, and the our focus on explaining 
the modeling process gave the students a much better understanding on how math is used 
when solving problems mostly outside math. 
One of the driving ideas though the three semesters have been, that to understand how 
mathematical ideas are learned we have to look in great detail on how students express 
their knowledge. This analysis of the exact way a student formulate his or her understanding 
of a particular mathematical concept is essential if we want to reach the Zone of proximal 
development of that person to help the student to construct the knowledge we want them 
to have. To find the appropriate level of information to give the student and deliver this 
information in an appropriate fashion can seem a straightforward thing for a teacher to do, 
but as Brousseau mentions in his paradox of devolution, this is all but simple. It is vital that 
we as teachers give the right degree of devolution or we end up in a situation where the 
students try to guess what we expect them to answer instead of trying to answer the 
questions from through their own reasoning.   
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1. Indledning til kappen  
 
Mogens Niss udtalte på vores sidste internat, december 2015, at “vi tager alt for meget for 
givet, fordi vi har undervist i det, i så mange år”, hvilket tre erfarne gymnasielektorer i 
matematik kan skrive under på. Matematikvejlederuddannelsen har derfor været en yderst 
lærerig rejse gennem tre semestre fyldt til randen med matematikvanskeligheder, hvor vi 
oplevede at vores verden var vendt lidt på hovedet - der var så meget vi ikke vidste var 
vanskeligt for eleverne og så lidt vi vidste om deres problemer. 
  
Første semesters “begreber og begrebsdannelse” tog os helt ned i værktøjskassen for 
eleverne og for vores vedkommende ind i deres variabelforståelse. Elever “gangede over 
kors” på produkter for brøker så snart der var ubekendte i stedet for tal, de ignorerede nul 
som tal når de skulle tælle, misforstod lighedstegnet, 2x var det samme som x^2 og 2x betød 
et tal i 20-ne. Alle elever havde i større eller mindre grad vanskeligheder med symbol og 
formalismekompetencen, en kompetence der blev smukt indrammet af Mogens Niss´ 
udtalelse: “man kan ikke tale om kompetencer uden at have færdigheder”.  
 
Andet semesters emne om “ræsonnement og bevisførelse” er blandt gymnasielærere 
almindelig kendt som noget eleverne har svært ved, og her koncentrerede vi os om at 
arbejde på højere gymnasiale niveauer, primært 3g A-niveau, for at se om vi ved at 
stilladsere bevis-gennemgang for eleverne kunne få udvidet deres forståelse af hvad et bevis 
er. Dette gjorde vi ved at udvikle vores eget beviskategoriseringsværktøj STARUD, som står 
for Sætning, Trick, Antagelse, Ræsonnement, Udregning og Definition. STARUD havde til 
hensigt at støtte elevernes evne til at italesættelse enkeltdele af beviser og derigennem få 
indsigt i at beviser er andet end nogle trick-fyldte symbolske udregninger. En indsigt vi 
håbede ville få vores elever til at arbejde med elementer i bevisførelsen vi ofte oplever, at 
de overser, som for eksempel ræsonnementer.  
 
Emnet til tredje semester var “modellering”, et emne som af og til forventes at være mere 
tilgængeligt for mange elever, da det handler om “matematik i praksis.” Vi oplever dog som 
lærere at vores elever kan have aldeles svært ved selv helt simple ting som at fortolke 
konstanternes betydning i en lineær model, samt at beskrive med dagligsprog hvad et 
resultat fundet i matematikkens verden betyder. Ved at lade eleverne arbejde med 
eksamensopgaver, hvor fokus var netop på overgangen mellem matematiksprog og 
dagligsprog håbede vi at kunne afhjælpe nogle af disse vanskeligheder.  
 
Fælles for alle tre semestre har altså været et fokus på matematikkens sprog. I første 
semester lå fokus på forståelse (og misforståelse) af matematikkens symbolsprog, i andet 
semester på at give eleverne et ordforråd at arbejde med beviser ud fra og i tredje semester 
har fokus ligget på vanskeligheder omkring bevægelsen frem og tilbage mellem dagligsprog 
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og matematiksprog. Man taler tit om “matematikken som et sprog”, og som 
matematikvejleder har vi arbejdet med at få indsigt i hvilke kompetencer der skal til for at 
forstå dette fremmedsprog - et sprog der i sit udgangspunkt er et formelt symbolrigt sprog, 
hvis artefakter er abstraktioner over begreber som kun glimtvis er i hverdagssproget. Et 
sprog hvor det at bruge sin snusfornuft - udfoldet fint i det Freudenthalske “commen sense” 
begreb [Freudenthal, 1991] - nogen gange gør at man kommer så frygteligt til kort i sin 
forståelse af matematiske begreber og andre gange er snusfornuften et helt nødvendigt 
udgangspunkt for læringen.  
 
Vi har gennem matematikvejlederuddannelsen ikke haft som mål at få udviklet vores eget  
fagsprog til brug i undervisningssituationen, men til gengæld var vores fagdidaktiske sprog 
til at kommunikere både med og om elever om deres matematikvanskeligheder i fokus. 
Dette fagdidaktiske sprog har udviklet vores evne til at kommunikere med vores elever på 
en måde, så vi bliver i stand til at stille skarpt på lige hvor skoen trykker i forhold til deres 
matematikindlæringsvanskeligheder og designe og gennemføre interventionsforløb som kan 
afhjælpe mange af de observerede problemer. Men denne fagdidaktiske diskurs kan også 
bruges til at kommunikere med vores kollegaer om den viden vi har om elevernes 
læringsvanskeligheder ligesom vi har fået en masse fælles oplevelser vi kan bruge til at 
italesætte hvad det er vi kan som matematikvejledere, og som vi kan støtte os til når vi i 
fællesskab med vores matematikvejlederkollegaer skal udvikle det virke vi har på den 
enkelte skole. Netop dette at vi nu kan italesætte matematikvanskeligheder og arbejdet 
med matematikvanskeligheder på mange platforme er den samlende ide for denne 
indledende kappe for vores tre semesterprojekter.   
 
Vores nyerhvervede fagdiskurs er dybt forankret i den spændende og omfangsrige 
fagdidaktiske litteratur vi har læst og refereret i forbindelse med uddannelsen. Herigennem 
er vi blevet præsenteret for en lang række didaktiske begreber som vi nu aktivt bruger som 
en naturlig del af vores italesættelse af elevers matematikproblemer. Nogle af disse 
begreber fremstår særligt klare og er næsten blevet nodalpunkter for hvordan vi som 
matematikvejledere udtrykker os. Her tænker vi specielt på begreber som: 
 
● Beliefs [Op´T Etynde et al, 2002]  
● Sociomatematisk normer [Yackel E og Cobbs P, 1996]. 
● Didaktisk kontrakt [Brousseau, 1997]. 
● Sproglige registre og registerskift [Duval, 2006]  
● Instrumentel og strukturel begrebsforståelse [Sfard,1992] 
● Zonen for nærmeste udvikling [Vygotsky, 1978]] 
● Assimilation, akkomodation og kognitive konflikter.[Piaget, 1971] 
● Modelleringskompetence og modelleringscykler, [Niss et al, 2002][Ferri,2006] 
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Udover at give os en ny fagdidaktisk diskurs til at drive vores virke som matematikvejledere 
har litteraturen også sat perspektiver på hele vores gerning som matematikformidlere. Vi 
har fået indsigt i hvordan det matematikdidatiske felt har etableret sig og udviklet sig 
gennem de sidste årtier, flettet fint sammen med udviklingen i hvilke 
undervisningsparadigmer der har været fremherskende hvor specielt Sputnik-chokket 
ændrede matematikundervisningens natur dramatisk. [Schoenfeld, 1992] Vi har fået mange 
neddyk i spændende case-studier lige fra hvordan grænseværdibegrebet stadig for 
universitetsstuderende kan være en uoverstigelig barriere, til førskolebørn der skal lære om 
talbegrebet for første gang. Førende matematikdidaktikkeres forskning fra hele verden har 
vi fået et lille, men interessant, indblik i forskning i hvor vi finder rødderne til 
matematikvanskeligheder og bud på hvordan vanskelighederne kan afhjælpes. Vi har talt 
om de store udfordringer de tekniske hjælpemidler kan give eleverne, hvis hjælpemidlerne 
ikke bruges rigtigt, og vi har fået spændende input fra den ukronede dronning i 
ligningsløsning Carolyn Kieran til hvordan vi bruger CAS på en måde, der er til elevernes 
fordel, i stedet for som en problematisk black-box-løsning. 
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2. Italesættelse i vores virke som matematikvejledere 
Matematikvejlederuddannelsens projekter har i sin grundform indeholdt 3 stadier - en 
detektionsfase, en diagnostisk fase og en interventionsfase, som også beskrevet i 
indledningen. Vores fremtidige virke kommer efter al sandsynlighed i høj grad til at 
indeholde alle eller dele af disse stadier, hvor man dog kan forestille sig at faser for 
enkeltelever kommer til at flyde en del sammen eller overlappe, hvilket vi også oplevede ske 
undervejs i vores uddannelse. På vores vej igennem semestrene er vi i stigende grad blevet 
opmærksomme på, hvordan elevernes og lærernes sprog både kan give problemer og give 
løsningen til at opnå matematikforståelse. Problemer opstår f.eks. når elever falder tilbage 
på sproglige regler som de bruger uden at forstå hvorfor og løsninger findes når vi har ramt 
elevens nærmeste udviklingszone i form af en sproglig formidling eleven kan hjælpes videre 
af.  
Som matematikvejledere skal vi bruge elevernes sprog til at afdække deres 
matematikvanskeligheder. Vores oplevelse er at vi undervejs i vores uddannelse har brugt 
længere og længere tid på at gennemlytte og gennemse elevinterviews for små sproglige 
hints der kan give os indsigt i elevernes tænkning. Tit har vi siddet i diagnosefasen og ønsket 
os tilbage i diagnoseinterviewet for at stille det helt rigtige opklarende spørgsmål, for vi 
havde jo næsten afsløret hvad eleven tænkte, men så alligevel ikke. Denne følelse af at vi 
med de rette sproglige virkemidler kan få eleven til afsløre sine matematikvanskeligheder 
har været et helt afgørende element i vores træning op igennem semestrene. At vi fuldt ud 
kan udfolde elevernes matematikvanskeligheder vha. deres sproglige, skriftlige og kropslige 
ytringer er dog ikke realistisk, da elevens viden i høj grad er situeret og bundet af en lang 
række faktorer såsom tryghed i situationen, velbefindende, motivation og meget andet.  
Men at arbejde med elevens ytringer er nu engang de virkemidler vi har, så at forstå dem og  
bruge dem på den bedste og mest hensigtsmæssige måde er af afgørende betydning for om 
vi lykkes med at identificere de vanskeligheder eleven rent faktisk har.  
Undervejs i processen med at få eleven til at italesætte sine vanskeligheder, oplevede vi at 
vi som vejledere kom til at intervenere umiddelbart over for de vanskeligheder vi så. Dette  
betyder at diagnosesamtalerne udgør en stor del af det idegrundlag vi har for vores  
intervention. Udfordringen i at udforme den rigtige intervention ligger derfor i at samle 
disse ideer med reflektioner fra teorien, case studies, inspiration fra andre projekter og med 
vores egen erfaring som lærere. Men selv med det bedste forarbejde kommer man tit 
forundret ud af en interventionssituation, hvor udfaldet åbnede nye fortolkninger i hvad 
vanskelighederne bestod i og nye spændende ideer til ny intervention. 
Matematik er i gymnasieskolen tit et håndværk der læres bedst ved at eleverne arbejder 
adidaktisk enten alene eller sammen i grupper. Specielt elever der skal igennem en 
instrumentel forståelsesfase f.eks. i forhold til brøker eller ligninger skal have en passende 
mængde forklaring for at de kan komme i gang med at træne, og så er det ellers bare ud 
over stepperne, hvor gentagelse skaber indsigt. Vi anerkender fuldt ud at vi som lærere tit 
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og ofte skal tie stille og ikke italesætte alt og intet, men selv når værktøjskassen skal på 
plads har vi oplevet at jo mere man som lærer er klar over hvordan de forskellige sproglige 
virkemidler man anvender i sin undervisning opfattes af eleverne, jo bedre kan man 
devoluere opgaven [Brousseau 1997].  
 
2.1 Semesterprojekt 1: ”Variabelbegrebet som udgangspunkt for vejledning” 
Første semesterprojekt omhandlede som nævnt elevers variabelforståelse og vi fandt at et 
fokus på netop elevens variabelforståelse kunne fungere som det optimale 
diagnostiseringsudgangspunkt til mange forskellige matematikvanskeligheder i og med at 
variabelforståelsen er en helt central del af begrebsdannelsen i matematik. At vi med et 
enkelt symbol, som man i øvrigt ofte kan kalde hvad man vil, kan repræsentere en hel klasse 
af matematiske objekter, er så svær en ide at variabelforståelsen ligger som en gevaldig 
snublesten på vejen til det meste af den gymnasiale matematik.  Funktionsforståelse, 
ligningsforståelse, vektorgeometri, statistik - det hele hviler på at eleven kan favne 
variabelbegrebet og før det er på plads bliver den højere forståelse en kolos på lerfødder. 
Samtidig kan variabelbegrebet kun først rigtigt reificeres når det anvendes i mange 
forskellige matematiske sammenhænge. Lidt af et hønen og ægget problem at håndtere, for 
kan man træne variabelforståelsen før vi træner forståelsen af variabelsammenhænge?   
Vi analyserede i projektet hvad en variabel er, hvad det vil sige at have variabelforståelse, og 
hvilke kognitive forudsætninger der skal til for at kunne tilegne sig variabelforståelse. 
Teoretisk set var vi derfor helt nede og afklare hvilke kognitive niveauer unge mennesker 
ifølge Piaget skal have for at forstå variabelbegrebet og variabelsammenhænge. Vi kiggede 
på brede befolkningsundersøgelser som kan fortælle os noget om det råmateriale vi har at 
arbejde med i gymnasieskolen. Er variabelforståelse noget man kan forvente de fleste elever 
i 1.g kommer med og hvilke begreber bygger variabelforståelsen på? Er det realistisk at 
forvente at en stor del af eleverne har særdeles svært ved at forstå et sådant artefakt. Hvad 
siger vores viden og erfaring fra fysik om elevernes variabelkontrol når vi f.eks. arbejder 
med svingningstiden for et pendul?  
Under første semesterprojekt blev vi præsenteret for Robert Duvals tanker om semiotiske 
registre og de forskellige sværhedsgrader ved skift mellem og internt i registre, samt om 
registerskiftenes betydning for forståelsen af matematik [Duval, 2006]. At arbejde med at 
komme mellem forskellige registre beskrives som en conversion - altså man skal lave en 
oversættelse mellem to typer registre, mens det at arbejde indenfor et bestemt register og 
foretage reduktioner eller lignende kaldes treatments. Conversions er langt mere 
udfordrende end treatments og skal en elev opnå en fuld forståelse af hvad en variabel er 
for en størrelse er det ikke nok at kunne arbejde algebraisk med variable. Eleverne skal fx 
ofte arbejde sig fra en almindelig sproglig fremstilling i det multifunktionelle sproglige 
register - som f.eks. den ene variabel er skostørrelsen og den anden personernes højde,  og 
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så skifte (lave en conversion) til monofunktionelle sproglige register for at foretage den 
symbolske opskrivning af de to variable som f.eks. h for højde og s for skostørrelse. 
Grader af begrebsforståelse var også et meget vigtigt analyseredskab undervejs i vores 
arbejde med at afdække elevernes vanskeligheder indenfor variabelforståelse, hvor vi 
primært arbejdede med hvad der karakteriserede instrumentel/strukturel variabelforståelse 
[Skemp,1976 og 1979] men også brugte terminologi fra Mitchelmore og White og Sfard hvor 
man kendetegner den dybere og mere generaliserede begrebsforståelse med ord som 
reificeret eller anvendbar begrebsforståelse. [Mitchelmore and White, 2004 ],[Sfard, 1991] 
Vi så også på om elevernes begrebsforståelse af en variabel var i overensstemmelse med 
den gængse matematiske forståelse af begrebet, i vores analyse af elevernes såkaldte 
begrebsbilleder i forhold til den såkaldte begrebsdefinition [Tall og Vinner, 1981]  
Til sidst men ikke mindst var KOM-rapportens kompetencebegreb [Niss et al, 2002] en 
støtte i beskrivelsen af elevernes vanskeligheder med variabelbegrebet. Selve forståelsen af 
variabelbegrebet handler for eleverne primært om at anvende 
repræsentationskompetence, men i arbejdet med manipulation af symbolske udtryk skal 
eleverne beherskelse dele af symbol og formalismekompetencen. 
Vores empiriske grundlag for de udarbejdede analyser af vanskeligheder var arbejdet med 6 
elever, både enkeltvis, i grupper og i deres respektive klasser. Alle eleverne var, hvad vi på 
forhånd havde kategoriseret som svage elever, men elever som vi mente havde evne og 
vedholdenhed til at arbejde sig ud af mange af de vanskeligheder de havde. 
Vi afdækkede for de seks elever mange vanskeligheder hvor specielt et par af 
vanskelighederne er af særlig interesse og gode eksempler på vores spirende 
opmærksomhed på italesættelsens helt essentielle rolle i forhold til vores arbejde med at 
forstå og intervenere overfor elevernes matematikvanskeligheder. 
Den mest interessante finding var at, at vores elever havde overgeneraliseret begrebet “at 
gange over kors”. Når eleverne skulle håndtere en situation hvor de skulle arbejde med to 
brøker så mente de at de skulle “gange over kors”. Denne huskeregel var så indlejret i deres 
hukommelse at den med længder slog “tæller gange tæller - nævner gange nævner” eller 
andre huskeregler som de faktisk godt kendte. Om der stod et lighedstegn eller om eleverne 
skulle reducere et udtryk - det var sådan set underordnet - elevernes startbud på hvad der 
skulle ske, var at der skulle ganges over kors. Dette interessante fænomen mener vi kan 
stamme fra at brøker i folkeskolen italesættes som et svært begreb, hvor eleverne derfor 
hukommelsesmæssigt støttes ved hjælp af billedsprog til at opnå i hvert fald en 
instrumentel forståelse af brøker. At man som lærer inddrager virkemidler fra et 
multifunktionelt visuelt register som det symbolske kors mener vi virker så godt, at de 
hukommelsesmæssigt kommer til at overskygge stort set alle andre værktøjer disse svage 
elever måtte have.  
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Men hvordan arbejder man med at styrke elevernes mulighed for at bruge denne så 
fastgroede del af deres instrumentelle brøksbegrebsforståelse på korrekt vis? Vores bud var 
at bruge, hvad vi på 3. semester lærte fra Pirie og Kierans terminologi kaldes for “folding 
back” [Pirie og Kieran, 1994], hvor man træder tilbage på et begrebsforståelsesniveau som 
man behersker for at kunne arbejde sig fremad igen. Det mest enkle “folding back” niveau 
for eleverne, er at gå tilbage til at sætte tal ind i brøker og prøve at arbejde konkret i stedet 
for abstrakt med de ubekendte. 
Herved kan vi italesætte symbolsproget og lave en conversion - så vidt muligt - til vores 
almindelige multifuntionelle sproglige register. At italesætte 


·


 bruges altså her som en 
indlejret del af “folding back” processen.  
En anden finding var at flere af vore elever havde store vanskeligheder når de skulle 
håndtere notationen f(x) aktivt i arbejdet med at opstille funktionstilvæksten for funktioner 
undervejs i tretrins-reglen. At gå fra funktionstilvæksten f(x0) notationen og se f(x0+h) som 
en anden vilkårlig værdi for den afhængige variabel var i sig selv svært, men hele processen 
med at arbejde med en tilvækst h i den uafhængige variabel der førte til en tilvækst i den 
afhængige variabel var notationsmæssigt  så svært og komplekst at vores svage elever helt 
blev hægtet af. Standardmetoden til at støtte disse vanskeligheder var at arbejde med den 
grafiske repræsentation af dette og lade eleverne visuelt arbejde sig fra x-akse tilvækst til y-
akse tilvækst og tegne dette op for f.eks. en almindelig lineær funktion. 
Denne fremgangsmåde kunne vi hurtigt se indebar vanskeligheder i sig selv. Ifølge Duval skal 
eleverne her lave en conversion, hvor de oversætter enten fra visuel til sprogligt 
monofunktionelt register eller omvendt for at gennemskue dynamikken, og at foretage 
sådan en conversion er ikke nemt. Vi måtte derfor arbejde meget med at støtte disse elever 
i at opnå en vis fortrolighed med notationen, men denne fortrolighed viste sig dog at være 
relativ flygtig.  
For at intervenere overfor elevernes problemer med variabelforståelsen afprøvede vi en 
række forskellige ting. Vi arbejdede f.eks. med variabelspillet SET og med fysiske artefakter, 
typisk fra fysik, hvor vores elever skulle fortælle hvilke variable de mente kunne være i spil 
og hvilke værdier variablerne så kunne have. De skulle på baggrund af disse variable og 
deres værdier formulere regler for sammenhænge i almindeligt sprog - f.eks. jo længere 
ledningerne i hver farve er, jo flere af hver farve er der. Denne italesættelse af hvad en 
variabel er og hvordan man kan formulere sammenhænge mellem variable er et vigtigt 
element i at styrke elevernes variabelkontrol og give dem en mere grundlæggende ide om 
hvordan man kan etablere variabelsammenhænge. De elever vi arbejdede med så ikke 
funktioner som sammenhænge mellem to variable, men som en tilfældig regneopskrift som 
en lærer havde valgt var sjov at gribe fat i og havde indlejret i et symbolsprog de ikke 
forstod.  At italesætte hvad variabelsammenhængene betyder er et godt startsted for at 
etablere den grundlæggende funktionsforståelse hvor man kan tale om absolut og relativ 
vækst, men det er selvfølgelig en forudsætning at eleverne er på et kognitivt niveau hvor 
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det giver mening for dem at arbejde med relativ vækst, hvilket desværre må siges at være et 
problem for vores svageste elever. 
Det er vores opfattelse, at den italesættelse af matematik der sker elev-elev imellem tit er 
mere givende for eleverne end når italesættelsen sker af os lærere. Som lærere ønsker vi at 
levere vel institutionaliseret undervisning med høj matematisk stringens, og kommer elever 
med udtalelser, er vi tilbøjelige til at rette udtalelserne til, så de har en for os 
tilfredsstillende grad af generalitet og stringens. Denne hang til konformitet ligger eleverne 
ikke under for og de gør derfor ofte brug af en italesættelse af matematikken som bedre 
rammer klassekammeraterne end vi læreres mere stringente og symbolrige version. Med 
vores teori fra 2. semester om den Brousseauske teori for didaktiske situationer [Brousseau, 
1997] kan vi sige at elever, der forklarer hinanden hvad brøker er, er i stand til at re-
kontekstualisere brøkbegrebet ved at vælge de helt rigtige eksempler, som kan nå 
modtagerens nærmeste læringszone. Denne lige kommunikation brugte vi i et kort brøk-
kursus, hvor vi arbejdede aktivt med at lade elever i par eller små grupper hjælpe hinanden 
med at tilegne sig instrumentel beherskelse af brøkregneregler. Dette fungerede vældig 
godt og eleverne nød at støtte hinanden i at tilegne sig stoffet. Der blev uddelt mange re-
kontekstualiserede “staldtips” eleverne imellem som man skal være i processen med at lære 
brøkbegrebet at kende for at kunne udtænke. En proces der var fascinerende for os 
matematikvejledere at observere. 
2.2 Semesterprojekt 2: ”Bevisarkæologi som stilladsering for bevisforståelse”   
Andet semesterprojekt handlede om bevisteknik og blev gennemført i 2 3.g højniveau 
klasser. Her udformede vi et analyseværktøj til vores klasseundervisning i bevisteknik som 
skulle hjælpe eleverne til at gennemskue hvad et bevis rent faktisk indeholder og er for en 
matematisk størrelse. Dette værktøj var et såkaldt stilladseringsværktøj som eleverne og vi 
udarbejdede i samarbejde i undervisningen. Vi bad eleverne at analysere kendte beviser og 
lave hvad vi karakteriserede som bevisarkæologi på beviserne. Her skulle eleverne grave sig 
ned i beviserne for forsigtigt at skille dem ad i mindre dele, analysere, kategorisere og 
katalogisere hver enkelt del og så siden lægge det hele sammen for at få det fuldstændige 
billede af beviset. Værktøjet kom til at hedde STARUD som er forbogstaverne til vores 
forskellige underkategorier af et bevis - sætning, trick, antagelse, ræsonnement, udregning 
og definition. Øvelsen havde til formål at få eleverne til at se et bevis som andet end nogle 
matematiske udregninger og forstå at et bevis indeholder mange dele som man skal 
italesætte når man fremlægger et bevis mundtligt. Vores bevisarkæologiværktøj STARUD 
skulle give vores elever et sprog omkring beviser de ikke havde før, et sprog der gjorde dem 
i stand til at italesætte deres forståelse af bevisets matematiske indhold og med ro og 
omtanke kunne gennemføre en tavlegennemgang af beviset. Stilladseringen ved hjælp af 
STARUD skulle give dem struktur der gav dem mulighed for at dykke ned og forstå enkeltdel 
såvel som at organisere de større linjer i beviset så deres formidling af beviset kunne være 
overbevisende og måske også relativt matematisk stringent. Udover dette mente vi at 
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eleverne blev bedre stillet i forhold til at huske hvad beviserne gik ud på når hukommelsen 
rent memoteknisk hjælpes på vej ved at foretage en sådan stilladsering. 
Vi kom på denne måde i høj grad til at arbejde med beviser som objekter, frem for som en 
proces. Dette mente vi gav mening, da vores elever også bliver præsenteret for og skal stå til 
regnskab for beviser, der allerede er udarbejdet og ikke selv skal kunne udføre beviser. 
Samtidig håbede vi dog at eleverne ved at arbejde med beviset på denne måde, altså grave 
sig ned i et allerede udført bevis, ville få en stilladsering, der ville gøre det lettere at for dem 
selv at se processen i et bevis. 
Elevernes matematikvanskeligheder i forhold til bevisforståelsen havde vi testet på flere 
måder. Semestrets detektionstest havde dannet en bred baggrund for at bedømme om 
eleverne kunne arbejde med at forstå den matematiske substans af et bevis. De almindelige 
reduktioner, som beviser indeholder, vidste vi fra forrige semester ville volde eleverne 
vanskeligheder selv på de højere gymnasiale niveauer. Disse vanskeligheder adresserede vi 
ikke direkte i designet af vores stilladseringsværktøj, men i og med at beviserne blev pillet 
fra hinanden blev det også mere synligt for eleverne hvad det var de undervejs skulle forstå 
af matematiske manipulationer.   
Vi uddybede den individuelle besvarelse af detektionstesten ved at lade en af klasserne 
arbejde i grupper med detektionstesten, hvor de skulle diskutere deres besvarelser og prøve 
at blive enige i grupperne om besvarelserne. Både detektionstesten og den opfølgende 
gruppediskussion af testen viste at mange af vores elever havde alvorlige problemer med 
simpel logik og at følge et ræsonnement. Selv dygtige elever lavede klassiske fejlslutninger i 
forhold til Modus Tollens, hvilket medførte at vi i begge klasser valgte at arbejde med 
indirekte beviser i vores interventionsforløb. 
Vores diagnostiske samtaler viste, at eleverne udover det rent regnetekniske havde 
vanskeligheder med at arbejde fornuftigt med grafiske repræsentationsformer og hvilke 
belæg funktionsgrafer, skitser og lignende kunne give til argumenter undervejs i 
bevisførelse. Dette var en meget vigtig vanskelighed for os at have afdækket, da det hjalp til 
at arbejde med STARUD på en måde, der fokuserede på at italesætte, hvor argumenterne til 
forskellige ræsonnementer i beviserne skulle hentes fra og hvilken rolle disse argumenter 
havde for bevisets gyldighed. Tit og ofte mener vi lærere at en lille illustration vil hjælpe 
forståelsen på gled, men vi oplevede ofte det stik modsatte. Vi forvirrede eleverne ved at 
kræve at de skulle skifte frem og tilbage mellem monofunktionelle sproglige registre og 
monofunktionelle visuelle registre. At disse skift styrker forståelsen er vi ikke i tvivl om 
[Michelsen, 2002], men når fokus er at forstå gangen i et bevis kan disse skift være en 
snublesten i stedet for en støtte.    
Udover at arbejde med repræsentationsskift og dermed skifte mellem forskellige 
monofunktionelle registre skal eleverne for fuld bevisforståelse nogle gange arbejde i 
forskellige registre samtidig. Når elever udleder differentialtialkvotienter skal eleverne som 
tidligere nævnt i arbejdet med f.eks. tre-trinsreglen aktivt omtale eller udpege grafiske 
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karakteristika samtidig med de arbejder algebraisk med udtrykkene. Dette kan være meget 
vanskeligt for eleverne så mange gange mister de svagere elever tråden når de rent faktisk 
skal have to registre aktive på en gang.  
En sidste ting vi gerne ville understøtte var at udvikle elevernes viden om og beherskelse af 
matematisk stringens. Vi havde i den daglige undervisning oplevet, at selv dygtige elever 
som ikke havde specielle vanskeligheder med symbol og formalismekompetence, 
ræsonnementskompetence eller tankegangskompetence stadig kun leverede moderat gode 
fremlæggelser af beviser, måske nok fordi de ikke rigtig forstod begreberne. Stringensen var 
der i hvert fald ikke og specielt manglede deres evne til at udtrykke deres viden. Her viste 
STARUD sig særdeles nyttigt i og med at elever ikke vidste præcist hvad begreberne i 
STARUD stod for - f.eks. kunne de ikke typisk ikke se forskellen på sætning og definition. 
STARUD gav os derfor mulighed for at italesætte og forklare begreber som 
matematikbøgerne slynger om sig uden at eleverne faktisk forstår dem. Samtidig kunne man 
ved brug af begrebet “Trick” få italesat at der i beviser findes “gode ideer” som ikke 
udspringer af en logisk tankerække. Dette fokus på “Trick” kategorien hjalp eleverne til at 
huske hvad de var nødt til at huske udenad for at komme igennem beviset og hvad de logisk 
kunne arbejde sig frem til. 
At arbejde med STARUD gav derfor selv de bedste af vores elever mulighed for at dykke ned 
i enkeltdele på en måde hvor vi som lærere kunne støtte elever med at komme et lag 
dybere ned. Vi kunne komme med tillægsspørgsmål når de stødte på en antagelse - “hvorfor 
er denne antagelse nødvendig? Kunne man tænke sig at kunne lave andre antagelser” osv.  
Den teoretiske baggrund for at forstå de diagnostiserede vanskeligheder fandt vi i KOM-
rapportens ræsonnementskompetence som i bevisførelsesøjemed støttes af 
tankegangskompetence, symbol og formalismekompetence og i gymnasieskolen tit 
repræsentationskompetence da gymnasiebeviser ofte indeholder grafiske 
repræsentationer.   
Herudover arbejdede vi aktivt med Opt’Etyndes ideer om elevernes belief-systemer  og 
Yackel og Cobbs teorier for hvilke sociomatematiske normer man opbygger i klasserummet 
undervejs i sådan et bevisforløb. Vi lavede en såkaldt beliefstest, hvor vi havde forsøgt at 
afdække hvad eleverne havde af forestillinger om beviser og deres rolle i 
matematikundervisningen. [Opr´Etyndes, 2002], [Yackel og Cobbs, 1996]  
Her viste det sig at selv om eleverne nu gik i 3.g og havde relativ stor erfaring udi beviser 
kunne næsten ingen beskrive hvad et bevis er og hvori forskellen mellem ræsonnement og 
bevis ligger. For de fleste elever er det vigtigste i beviserne de få trin hvor udregningerne 
udføres, mens både de indledende stræk og bøj og ræsonnementer både undervejs og 
afslutningsvis var enten ikke noget eleverne var bevidste om var der eller også synes de ikke 
at det var af særlig betydning. Om dette hænger sammen med den enkelte elevs belief om 
hvad der er det vigtigt i matematik eller det afgøres af de socio-matematisk normer kan 
være svært at afgøre. Er det elevernes belief at det vigtige i et bevis er det regnetekniske og 
14 
det der ser mest matematisk ud, eller har vi som lærere fået udviklet sociomatematiske 
normer i vores klasserum hvor vi primært har italesat det symbolske, abstrakte så det rigtige 
matematiske indhold i et bevis fremstår som de matematiske manipulationer? Det er svært 
at afgøre hvad der gør sig gældende, men som vi vender tilbage til lige om lidt tyder det på 
at der er tale om begge dele. 
I forhold til at designe vores intervention blev vi i dette semester præsenteret for 
Brousseaus TDS som inspiration til hvordan man skaber en ideel undervisningssituation for 
at lære eleverne at forstå og formidle beviser. Der var i forløbet ikke brug for at arbejde 
fuldt med TDS og skabe kunstige rekontekstualiserede miljøer hvor eleverne kunne arbejde 
adidaktisk med at konstruere deres viden, men vores overvejelser gik mere på arbejdsform 
og vægtningen mellem tid brugt didaktisk og adidaktisk undervejs i vores arbejde med 
STARUD. Vores tanker om miljø strakte sig kun til, som tidligere nævnt, at overveje om vores 
elever bedre kunne opnå viden om f.eks. slutningsformer som Modus Tollens igennem at 
arbejde med indirekte beviser.  
Det var i højere grad interessant at overveje hvilken didaktisk kontrakt vi indgår med vores 
elever undervejs i en undervisningssituation hvor der arbejdes med bevisarkæologi.  At 
arbejde med et analyseredskab til beviser som STARUD og hele den bevisarkæologiske 
metode skaber en situation hvor det er elevernes argumentation der er i centrum.  Eleverne 
skal udvikle evner til at kategorisere og klart katalogisere underkategorier i beviser og blive 
enige med klassekammerater og lærer om hvordan man forstår enkeltdele af beviser. Hvad 
gør det ved den didaktiske kontrakt?  
Det viste sig hurtigt at eleverne stødte på elementer fra beviser som de var uenige om 
hvilken kategori de skulle placeres under.  Nogen gange kunne de endda blive enige om at 
der var flere forskellige svar som var rigtige alt afhængigt af hvordan man argumenterede. 
Dette var der flere elever der protesterede imod fordi “vi har jo ikke dansk”. Eleverne gav 
meget klart udtryk for at det var deres belief at i matematik, skal der altid leveres et og kun 
et rigtigt svar og man skal ikke kunne argumentationspjat. Dette førte til en særdeles vigtig 
diskussion i klasserummet om hvad de sociomatematiske normer for bevisgennemgang er 
og ikke er, hvor flere elever fik øjnene op for, at det at gennemgå et bevis kunne være noget 
man selv som elev aktivt kunne tone og ikke nødvendigvis noget, hvor der var en perfekt 
løsning som blot skulle trænes til man kan den perfekte gennemgang udenad.  
Eleverne var efter disse mere indledende protester dog hurtigt med igen da de fuldstændig 
købte vores argument om at vi igennem sådanne analyser af beviser ikke kun styrkede deres 
mulighed for at forstå hvad beviset gik ud på, men også i fællesskab skabte gode muligheder 
for at de til en eventuelt kommende eksamen ville være væsentligt bedre stillede ved en 
bevisfremlæggelse. Argumenter om at vi mente at de både ville huske beviserne bedre ved 
at kende både enkeltdelene af beviserne og de store linjer og desuden være bedre klædt på 
til at opretholde god matematisk stringens i fremlæggelsen gik rent ind.  
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Men lykkedes det så? Vi oplevede at eleverne gennem vores STARUD forløb fik styrket deres 
kommunikationskompetence væsentligt. Selv de svage elever kom til tavlen og kunne sige 
ting som - “vi starter med at antage” eller - “herfra skal vi blot reducere” og lignende. 
Eleverne havde mange flere ord i deres fremstillinger af beviserne end før og faktisk var alle 
elevgrupper hævet. De stærkeste havde fået væsentlig mere stringens ind i deres 
fremstillinger som lovet, de mellemstærke havde styr på hele beviser i en grad om nu også 
indeholdt antagelser og konklusioner og de svage kom både langt i forståelsen af det 
matematiske indhold af beviserne og de kunne nu også i langt højere grad favne hvad disse 
beviser overhovedet var til for og hvad deres rolle var. 
 
2.3 Semesterprojekt 3: ”Hvordan støttes elevernes afmatematisering” 
Tredje semesterprojekt omhandlede modelleringskompetence hvor vi valgte at fokusere 
meget snævert på de problemer vi på forhånd vidste vores elever havde i den såkaldte 
afmatematiseringsfase. Denne vanskelighed havde vi en forventning om at kunne afhjælpe 
ved en kombination af italesættelse af modelleringsprocessen, en italesættelse af hvad det 
vil sige at arbejde sig ind og ud af den matematiske verden i modelleringscyklus og ved at 
reducere den regnetekniske del af modelleringsprocessen så fokus kunne være på at opnå 
kompetence til at afmatematisere korrekt. 
Teorien for semestret handlede meget naturligt om hvad der forstås ved matematisk 
modellering og hvilke udfordringer det giver at arbejde med denne type aktivitet. Specielt 
brugbar for os var den model vi kaldte for “Snudemodellen” fra Rita Ferris artikel [Ferri, 
2006] som udover en meget nemt anvendelig illustration af modelleringsprocessen også 
indeholdt en analyse af hvordan elevernes læringsstile kan have indflydelse på hvordan de 
modellerer. Fra KOM-rapporten arbejdede vi selvfølgelig med modelleringskompetence og 
til dels også problemløsningskomptencen, hvor vi dog fra Thomas Højgaard Jensens artikel 
[Højgaard, 2010], erfarede at disse to kompetencer har to helt forskellige kerner hvor 
eleven er i to helt forskellige situationer når kompetencen kommer i anvendelse. 
Vi valgte i dette semester at inddrage endnu en analysemodel for matematikindlæring, 
nemlig Pirie og Kierans model for et individs tilegnelse af matematisk viden, en model vi 
prøvede om kunne strækkes til at indramme hvordan elever arbejder med at opnå 
modelleringskompetence. Vi anvender herved modellen på en lidt anden måde end den er 
brugt i artiklen, da vi anvender modellen på hvordan en elev opnår en kompetence og ikke 
hvordan eleven opnår specifik viden som til sidst bliver reificeret og flytbar. 
Sværvægteren Hans Freudenthals artikel om matematikkens fænomenologi bidrog også 
med markante ideer til vores forståelse af elevernes vanskeligheder ved matematisk 
modellering. Ideer som commen sense i forhold til den matematiske forståelse og det for os 
vigtige horisontal tænkning hvorved Freudenthal karakteriserede arbejdet med at komme 
fra hverdagsforståelsen og så ind i den matematiserede verden. Vi udvidede denne 
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forståelse til også at omhandle trinnet tilbage igen - altså fra den matematiserede verden og 
tilbage til den almindelige verden. Denne skriften frem og tilbage og vanskelighederne ved 
dette bandt sig smukt sammen med Duvals ideer om de sproglige registre og conversion-
begrebet. 
Semesterets detektionstest var ikke i særlig høj grad rettet mod at teste elevers 
vanskelighed indenfor afmatematisering, og afmatematiseringen bestod undervejs i testen 
primært af at eleverne skulle sætte enhed på resultaterne fra den matematiske analyse. Vi 
måtte derfor selv lave diagnostiseringsopgaver med fokus på den type opgaver fra B-niveau 
matematik som vi vidste gav problemer for eleverne. Det var typisk fortolkninger af 
regressioner eller direkte fortolkninger af simple lineære matematiske modeller som 
beskrev en case som eleven så skulle tolke de indgående konstanter i forhold til.    
Vi arbejdede i dette semester både med enkelt-elevs intervention og med 
klasseintervention hvor vi udvalgte en af klassens svageste elever til et diagnoseinterview 
der skulle fungere som baggrund for interventionsdesignet for hele klassen. Udover at 
gennemføre diagnosesamtaler lavede vi også en fortest før vores klasseintervention 
bestående af tre lettere omarbejdede eksamensopgaver i afmatematising af lineære 
modeller som skulle teste hele klassens niveau. Denne fortest var lavet så den på meget 
enkel vis at vi kunne finde opgaver der var næsten identiske i matematisk indhold til 
eftertest af eleverne.   
Diagnosesamtalerne viste at eleverne havde en lang række vanskeligheder med 
afmatematiseringen. Af de vigtigste var vanskeligheder med realkendskabet, med 
tekstforståelsen, med begrebsforståelsen i forhold til funktionsbegrebet og 
variabelbegrebet, med de beliefs eleverne har omkring hvad der er et rigtigt svar i 
forbindelse med afmateamtisering og med hvilke sociomatematiske normer de reagerer ud 
fra når man arbejder med afmatematisering.  
Vores intervention skulle dermed rettes mod disse vanskeligheder hvor dog 
realkendskabsproblemer kan være svære at løse for hele klasser, så dette gjorde vi ikke 
mere ud af. De resterende vanskelighederne skulle vi nu designe intervention overfor og her 
valgte vi at fokusere på italesættelse af modelleringscyklus og specielt hvor i 
modelleringscyklus man er i de forskellige dele af opgaveløsningen. Denne italesættelse skal 
forstås helt bogstaveligt hvor vi undervejs i arbejdet med opgaver og andet hele tiden 
placerede vores arbejde i modelleringscyklussen.  
I klasseinterventionen arbejdede vi primært med matematiseringsdelen af 
modelleringscyklus, da vi fra starten af havde haft en hypotese om at hvis vi understøttede 
eleverne med at komme godt ind i matematikken ville de få nemmere ved at komme ud af 
matematikken igen. Dette gjorde vi ved at lade eleverne arbejde med en række forskellige 
relativt bundne matematiseringsøvelser, hvor vi varierede arbejdsmetoderne så vi 
arbejdede i par, i grupper og med klasserumsdialog.  Udover det fik eleverne et kort 
afleveringssæt.   
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Undervejs i interventionen valgte vi at prøve at forsimple dataarbejdet for eleverne så de 
ikke skulle foretage den regnetekniske del af arbejdet med modelleringsopgaven.  Vi kaldte 
processen for blackboksing “i positiv forstand”. I Freudenthals terminologi valgte vi derfor at 
arbejde meget lidt med den vertikale fase i modelleringen, hvor man arbejder med at nå 
problemløsning f.eks. i form af at foretage en regression, løse nogle ligningssystemer eller 
lave en optimering. Vores pointe med dette var at der så i vejledningssituationen var mere 
tid til at arbejde med at italesætte hvad eleven var i færd med at gøre for at komme ind 
eller ud af den matematiske analyse. 
Begge typer intervention viste sig at være effektive i forhold til at lære eleverne hvordan 
man afmatematiserer simple lineære modeller, hvilket de konkret kan få glæde af da det 
almindeligvis testes i alle eksamenssæt. Vores elever udviste målbart bedre evner efter 
forløbet end før, men om denne bedring er permanent kan man selvfølgelig ikke garantere. 
 
2.4 Samlet arbejdsbeskrivelse… 
Hvad siger vores erfaring fra uddannelsen så at vores opgave som matematikvejledere er? 
En matematikvejleder skal kunne spotte problemer ud fra en relativ diffus mængde 
informationer fra indledende detektionstests. Et hint i en enkelt linje og et symbol skrevet 
på en bestemt måde osv.. Et problem er her, at de svageste elever nogle gange svarer på 
meget lidt, og så er udgangspunktet for næste trin - diagnoseinterviewet ikke rigtig til stede. 
Et problem i denne fase er også at udvælge de elever der skal arbejdes videre med. En stor 
del af de elever der har vanskeligheder med matematik har motivationsproblemer der 
bunder i at de har valgt matematik af pligt og ikke af lyst f.eks. fordi de skal have 
Samfundsfag på A-niveau. Disse elever er særdeles svære at arbejde med og før 
motivationen er der skal vi som matematikvejledere være varsomme med at bruge vores 
kræfter her. 
En matematikvejleder skal kunne diagnostisere elevens problemer og finde ud af hvor 
hunden ligger begravet. Man skal kunne finde ud af om der er tale om de klassiske 
snublesten som lighedstegnet, variabelbegrebet, funktionsbegrebet, de grafiske 
repræsentationer, grænseværdibegrebet eller de logiske ræsonnementer eller om helt 
andre faglige vanskeligheder er på spil. En anden mulighed er at elevens opfattelse sig selv 
som en der ikke kan matematik eller måske er eleven ligefrem bange for matematik eller 
måske matematiklæreren? Er der tale om en elev en med en uhensigtsmæssig måde at gå til 
sit skolearbejde på? At arbejde sig ind til disse problemer kræver, at man som 
matematikvejleder kan etablere et trygt læringsmiljø, hvor eleverne tør være åbne og ærlige 
omkring det de mener de kan og ikke kan og hvorfor de mener at situationen er som den er. 
En matematikvejleder skal kunne intervenere hensigtsmæssigt over for problemerne, 
hvilket vil sige at vejlederen skal kunne disponere den tid der er til rådighed og designe 
forløb der får adresseret flest af de fundne problemer. Vi har som vejledere ofte det vi 
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kalder for ultra svage elever som vi skal hjælpe, og her kan det være vanskeligt at vide hvor 
man skal starte da stort set al matematik er et stort mysterium for dem.    
En matematikvejleder skal kunne evaluere om interventionen har virket. Dette er faktisk 
meget sværere end det lyder, for i interventionsdesignet er der typisk mange elementer 
som hver især bidrager til at støtte eleven. Dermed er det typisk særdeles svært at vide 
hvad det er der har virket - selvom man ved at et eller andet af det man har gjort har virket. 
Vi forestiller os at dette problem løser sig lidt med tiden når man som erfaren 
matematikvejleder har prøvet mange kombinationer af interventionsforløb hvor den 
samlede mængde empiri kan give bedre mulighed for at evaluere effektiviteten af de 
forskellige interventionstiltag.  
En matematikvejleder skal kunne samarbejde med sine kollegaer om at identificere elever 
der ikke er blevet fanget af en detektionstest eller som senere har fået problemer. Det er  
vigtigt at kollegaerne ved hvad man kan som matematikvejleder og hvilke ressourcer og 
rammer for vejledning man har. Man skal derfor som matematikvejleder være klar i mælet 
omkring sine kvalifikationer og hvad skolens prioriteringer er i forhold til at kunne yde 
matematikvejledning.  
Som matematikvejleder skal man kunne formidle sin viden om eleverne til den bredere 
kreds af klasselærere, klasseteams, læsevejledere og andre der er støttepersoner i forhold 
til personen. Ved lærerforsamlinger kan en matematikvejleders input være særdeles 
velkomment i forhold til at forstå hvorfor eleven i andre fag måske udviser særlige 
karakteristiske svagheder. Det er vigtigt at en samfundsfagslærer eller en biologilærer der er 
ansvarlige for f.eks. SRP-formuleringer eller andet ved at eleven har visse vanskeligheder i 
matematik som uvægerligt vil have indflydelse på deres præstationer i tværfaglige 
sammenhænge. 
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3. Refleksioner over uddannelsens påvirkning på vores matematiklærer-
gerning. 
Svaret på Mogens Niss afslutningsspørgsmål “Hvad har I så lært?” har ikke kun at gøre med 
vores virke som matematikvejledere, men har også i høj grad påvirket hvordan vi praktiserer 
vor lærergerning. Vi oplever, at denne påvirkning har været gennemgribende, vi har fået 
øjnene op for mange ting. To af de mest markante påvirkninger er de to helt oplagte, nemlig 
vores mulighed for at reflektere teoretisk velfunderet over egen undervisningspraksis og 
vores evne til at spotte vanskeligheder hos vores elever. Disse to ting har givet os ny 
motivation til at undervise eleverne på nye og forhåbentlig bedre måder. 
I forhold til undervisningspraksis har vi helt konkret igennem uddannelsen fået afprøvet 3 
nye måder at tilrettelægge undervisningen på og fået inspiration fra vores medstuderende 
til mange flere forløb og undervisningsdesigns. Specielt i forhold til at arbejde med beviser 
og med modellering har vi oplevet hvordan en undervisningspraksis med stort fokus på at 
italesætte praksis har ført eleverne til erkendelser vi ikke tidligere har oplevet at eleverne er 
kommet frem til.  
I forhold til at spotte elever med vanskeligheder lægger vi i den daglige 
undervisningssituation nu oftere mærke til udtalelser vi har hørt undervejs i 
diagnostiseringsinterviews og som vi i løbet af vores uddannelse har fundet ud af i særlig 
grad udgør snublesten for eleverne. Hvorfor netop lighedstegnet, nullet, variabelbegrebet 
og grænseværdibegrebet udgør snublesten for så stort et antal elever hænger sammen med 
dels den undervisningspraksis vi har og dels med at netop disse begreber har en begrebs-
logisk baggrund der gør disse matematiske begreber til særlig udfordrende. Denne 
forståelse af baggrunden for snublestenene gør os som uddannede matematikvejledere i 
stand til at foregribe hvor eleverne har vanskeligheder og derfor måske bedre afbøde faldet. 
I vores hverdag oplever vi at meget få elever i dag arbejder med skitser og små-udregninger 
for at komme igennem deres matematiske udfordringer. Dette skyldes selvfølgelig primært 
at eleverne i dag arbejder mest på deres computer og det er nu engang en meget 
langsommelig proces at lave små-udregninger og en hurtig skitse på en computer. 
Det kan derfor være særdeles vigtigt at vi som matematiklærere italesætter hvordan 
eleverne metodemæssigt kan drage stor nytte af at arbejde aktivt med deres blyant og 
notepapir. At den matematiske begrebsforståelse i høj grad kommer af at arbejde med at 
angribe stoffet fra mange vinkler og med mange gentagelser er en vigtig del af det at lære 
hvordan de lærer matematik. Dette er ikke kun vigtigt for de svage elever. Selv dygtige 
elever har brug for at man som lærer italesætter at man i matematik tit skal kæmpe sig til 
svar og at svarene ikke blot springer op fra papiret som trold af en æske. De skal vide at man 
skal anvende fornuftige metoder til at tilegne sig matematisk viden.   
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4. Italesættelse i faggruppens samarbejde og udviklingsarbejde. 
I forbindelse med vores nye sproglige matematikdidaktiske ordforråd og nye viden om hvilke 
udfordringer vores elever typisk har i forhold til deres matematiklæring, har vi fået mulighed 
for at bibringe vores fagkollegaer fornyet inspiration til at gøre sig didaktiske overvejelser 
om deres lærergerning. Denne inspiration kan tage mange former og involvere mange 
grader af engagement. 
En af de mere enkle opgaver er at samarbejde om hvordan man kan og om man skal 
matematik-screene 1. års elever for matematikvanskeligheder. På store skoler kan dette 
være en opgave af betragtelige dimensioner og man skal i faggruppen diskutere om det er 
noget man ønsker og i givet fald hvad vi som matematikvejledere skal lede efter hos 
eleverne. Skal vi kun afdække hvor de meget svage elever er? Skal vi prøve at spotte 
talblinde eller skal vi prøve at afdække mere brede problemstillinger?  
Helt oplagt er det at arbejde aktivt sammen med faggruppen om at afdække hvilke ønsker 
de har til den matematikvejledning skolen skal tilbyde. Dette skal selvfølgelig afstemmes i 
forhold til hvilke midler vi får tildelt på den enkelte skole, men faggrupperne kan og bør 
være med til at påvirke ledelsen med deres ønsker for støtte til svage elever eller for den 
sags skyld stærke elever der skal have udfordringer på forskellig vis, hvor vi som 
matematikvejledere har nogle bud på hvordan det kan foregå. 
Som ressourcepersoner for skolen kan vi deltage i diverse supervisionsforløb hvor lærere 
ønsker f.eks. at udvikle deres undervisning i modellering eller andet som vi har særlige 
kompetencer til at hjælpe med. Vi kan også blive sat på som støtte til enkeltelever i 
klasserummet, men dette kræver nok ressourcer der ikke er realistiske at skolerne vil 
afsætte.  
Vi kan som matematikvejledere måske bruges som inspiratorer og til at afholde workshops 
eller småkurser for fagkollegaerne, hvor emnerne for de tre semestre kunne være et oplagt 
sted at starte. Ønsker og observationer fra kollegaerne eller oplevelser fra årsprøver kunne 
også danne grundlag for sådanne inspirationskurser. 
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5. Italesættelse af den nationale udvikling af matematikvejledning og 
fremtidens udfordringer. 
 
Uddannelsen har nu snart gennemført sin 3. runde og udklækket et pænt antal 
matematikvejledere som er spredt godt rundt i landet. Dette skaber efterhånden en 
situation hvor mange af vores gymnasier har mulighed for at lave matematikvejledning med 
eksaminerede matematikvejledere og vi har derfor mulighed for i fællesskab at arbejde med 
forskellige versioner af matematikvejledning som vi ved årsmøder kan diskutere virkningen 
af. Dette blev allerede gjort ved det forgangne år, men det var lidt nedtrykkende at så få af 
vores kollegaer rent faktisk er i gang ude på skolerne med at vejlede. Lad os håbe at vi kan 
råbe vores respektive ledelser op så de kan få øjnene op for hvilken ressource de undlader 
at udnytte. 
 
I vores tredje semesterrapport adresserede vi nogle af de problemer den nyligt publicerede 
matematikudredning afdækkede. Problemer med elever der ikke kan anvende deres viden 
og problemer med den meget store spredning der specielt findes på B-niveau på stx. Disse 
udfordringer kan vi som matematikvejleder i fællesskab sætte fokus på, på årsmøder og 
gennem andre matematikvejleder fora så vi kan få diskuteret om vi kan se nogle løsninger 
på på udfordringerne. Specielt tredje semesters modelleringsemne har givet os alle en 
indsigt i vanskelighederne ved matematisk modellering og elevernes evne til at anvende 
matematiske viden som vi kan bruge til at se på andre muligheder for praksisændringer 
suppleret af den foreslåede ændring af eksamensformen.  
 
Undervisningsministeriets FIP-kurser er et andet sted hvor vores nyerhvervede viden fra 
matematikvejledingsuddannelsen kan bruges til at italesætte fremtidens udfordringer. 
Kurserne indeholder en hel del hjemmearbejde hvor vi som matematikvejledere er særligt 
godt rustet til at løse en række af disse. Hjemmearbejde som at finde og udvælge 
eksemplariske forløb i anvendt matematik, hjemmearbejde med at udtænke forslag til ny 
eksamensform på specielt B og A niveau og hjemmearbejde med at formulere matematik-
AT-kompetenceplan. Alt sammen opgaver hvor vi med vores nyerhvervede kompetencer 
kan bidrage til f.eks. at vide både fra praktisk, men også fra teoretisk udgangspunkt hvorfor 
nogle forløb om anvendt matematik virker bedre end andre.   
 
Implementering af fremtidige reformer som måske bringer et obligatorisk matematik på B-
niveau med sig er endnu et sted hvor vi som matematikvejledere har et særlig godt 
udgangspunkt for at bidrage aktivt både til hvordan vi implementerer sådanne ændringer på 
den enkelte skole, men også på nationalt plan.  
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6. Afslutning 
 
Uddannelsen til matematikvejleder ved RUC er en uddannelse med et højt fagligt 
ambitionsniveau og som studerende har vi tit siddet tilbage med en blandet følelse af at 
have nået en hel masse og så samtidig have nået kun lidt af alt det vi gerne ville have nået 
selvom vi har brugt al den tid vi overhovedet har kunnet lægge i projekterne. Den 
spændende litteratur vi har haft som pensum indeholder cases og teoretiske overvejelser 
hvoraf vi kun har magtet at bruge en lille del aktivt i vores projekter. Men dog har tanker fra 
Duval, Brousseau, Sfard og  Niss sat deres umiskendelige præg på hele vores tankegang.  
Problemerne vi har kunnet dykke ned i undervejs i semestrene har også været 
overvældende i omfang, men vi har følt os godt hjulpet af vores vejledere ved internaterne 
til at vælge spændende, konkrete og relevante problemer at fokusere på. Til tider har vi 
måtte revurdere vores første tanker, men i en læringsproces er dette for det meste kun en 
fordel.      
Indholdet af de tre semestre har været særdeles relevant og spændende i forhold til vores 
fremtidige virke og vi føler os godt klædt på til at varetage en fuld matematikvejlederrolle på 
det enkelte gymnasium. Vores opgave er nu at formidle hvad vi igennem 
matematikvejlederuddannelsen er blevet i stand til så ledelserne på vores skoler 
forhåbentlig kan se os som netop de rette ressourcepersoner der kan støtte eleverne med 
de udfordringer de har med matematikken og derfor vælge at tildele os passende midler til 
at udfylde dette hverv på tilfredsstillende måde.  
 
Efter litteraturlisten følger de tre separate semesterprojekter: 
Projekt 1: ”Variabelbegrebet som udgangspunkt for vejledning”  
Projekt 2: ”Bevisarkæologi som stilladsering for bevisforståelse”   
Projekt 3: ”Hvordan støttes elevernes afmatematisering”  
Projekterne er vedlagt i fuld længde, altså med separat indledning, konklusion, appendiks 
osv. 
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1. Indledning og motivation 
1.1 Rammen 
Som kommende matematikvejledere vil vi få brug for redskaber til at detektere, diagnosticere og 
afhjælpe elevers matematikvanskeligheder. Samtidig skal vi have viden om selve 
vejlederfunktionen, herunder om vejlederrollen, om at fungere på en uddannelsesinstitution, om 
kollegasamarbejde, om den didaktiske kontrakt mellem lærer og elev i vejledersituationen og 
meget andet. Forarbejdet til og arbejdet med denne rapport har haft til hensigt at træne os i 
netop dette. 
Denne rapport er en beskrivelse af, hvordan vi har udviklet et detektions-, diagnostiserings- og 
interventionsforløb, under de rammer vi arbejder indenfor på vores gymnasier. Vores primære 
arbejde har været at undersøge og udvikle 6 elevers matematiske forståelse af variable igennem 
opgaver, vi har udviklet undervejs i et knapt to måneder langt vejledningsforløb.. Eleverne er valgt 
ud fra detektionstests lavet i tre klasser (to 3g klasser med matematik på A-niveau og en 2g klasse 
med matematik på B-niveau). Det skal lige nævnes, at vi i forsøg på at anonymisere eleverne har 
valgt at udskifte både navne og køn på alle eleverne. De detekterede drenge har altså pigenavne 
og omvendt. 
Fordelen ved at arbejde ud fra et konkret vejledningsforløb har været, at vi meget tidligt i forløbet 
fik tydeliggjort og praktiseret de teoretiske redskaber. Desuden oplevede vi, at vi i vejledningen af 
vores elever jævnligt løb ind i problemstillinger, vi ikke havde forudset, men i sagens natur blev 
nødt til at finde løsninger på. Dette medførte en række overvejelser omkring 
matematikvejlederens rolle, som også vil indgå i rapporten.  
Ulempen ved at arbejde ud fra et konkret vejledningsforløb har været, at vi i perioder har arbejdet 
med en dobbelt problemstilling. På den ene side skulle vi samle empiri til besvarelse af en helt 
konkret undersøgelse og på den anden side var vi i færd med at gennemføre et vejledningsforløb 
for seks elever, hvis matematikvanskeligheder ikke altid førte i samme retning, som den 
undersøgelse vi arbejdede med. I mange tilfælde gav det god mening løbende at pejle 
problemformuleringen i retning af elevernes vanskeligheder, men i nogle tilfælde detekterede vi 
matematikvanskeligheder, der ikke direkte kunne relateres til vores undersøgelse.   
1.2. Problemformulering 
I vores undervisning har vi alle tre oplevet elever have store vanskeligheder ved at håndtere 
opgaver med variable, og vi fandt det derfor oplagt, at lade vores undersøgelse tage udgangspunkt 
i begrebet variabel. Tidligt i forløbet blev vi dog opmærksomme på, at elevernes arbejde med 
variabelopgaver udover at afsløre vanskeligheder i forhold til opnåelse af selve 
variabelforståelsen, også afslørede andre matematikvanskeligheder som netop blev synliggjort i 
arbejdet med opgaver indeholdende variable.  
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Vi valgte at forfølge dette idet vi valgte at arbejde på baggrund af følgende problemformulering: 
Hvordan kan arbejdet med variable bruges som diagnostiseringsredskab i forhold til 
afdækningen af matematikvanskeligheder.  
Problemformuleringen udfoldes i undersøgelsen af følgende problemstillinger: 
● Hvilke vanskeligheder blev afdækket i arbejdet med variable 
● Hvilke snublesten kunne vi rydde af vejen og hvilke huller kunne vi fylde op.  
● Hvilke mangler ser vi stadig aktive og hvad kunne vi forestille os kunne afhjælpe disse. 
● Hvilke interventionsdesign understøtter bedst vores og elevernes mulighed for at arbejde 
med de afdækkede matematikvanskeligheder. 
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2. Definition af variabel. 
Før vi går i gang med en nærmere beskrivelse af hvilke redskaber til detektion, diagnosticering og 
intervention vi kan udlede af den didaktiske litteratur, vil det være på sin plads at indkredse, hvad 
vi forstår ved begrebet variabel.  
Begrebet variabel dukker op i matematikken i forbindelse med Leibniz beskrivelse af en funktion. 
Beskrivelsen lyder i nutidig sprogbrug, at en funktion er to størrelser x og y, der varierer sammen.  
[Sfard, 1991] Selvom definitionen egentlig omhandler funktioner, introducerer den også det 
matematiske begreb variabel, som dermed bliver til størrelser x eller y, der varierer med en anden 
størrelse. Op til midten af det 20. århundrede var variabelbegrebet ofte bundet op til begrebet 
funktion på ovenstående måde. Akgün nævner som eksempel cirklens ligning    +    =  , 
hvor x og y netop er variable og a konstant. [Akgün 2006] 
Omkring midten af det 20. århundrede skiftede definitionen af variable karakter, og i et studie af 
lærebøger udgivet mellem 1950 og 1980’erne definerede de fleste lærebøger enten direkte eller 
indirekte variable som ”et symbol, der repræsenterer ethvert element af et sæt med mindst to 
elementer.” [Akgün 2006]. Som vi vil se nedenfor ser Sfard udskillelsen af variable fra konceptet 
funktion som en konsekvens af en reificering af konceptet funktion. [Sfard, 1991] 
Der er dog stadig variationer i definitionen af begrebet variabel spændende over at variable er 
generaliserede tal til at variable er en ukendt størrelse eller igen, til at variable er to størrelser, der 
varierer sammen. [Akgün 2006]   
Vi vil her definere en variabel som ”et symbol, der kan repræsentere ethvert element af en given 
mængde af mindst to elementer,” da vi mener denne  definition af en variabel kan give mening for 
elever, der skal lære både at regne med variable som generaliserede tal, at indse, at en funktion 
også kan være en variabel (eller rettere at en funktion kan sættes ind på variablens plads, hvis den 
givne mængde er en mængde af funktioner) samt at bruge variable som et redskab til at løse 
problemer, hvor “noget der kan variere” med god mening kan oversættes til et symbol.  
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3. At forstå matematik. 
Hvad vil det sige at forstå matematik? Alle har vi siddet med elever som før man er kommet i gang 
med at hjælpe dem med et matematisk problem har proklameret “Jeg forstår altså ikke 
matematik”. Ud over at trække på smilebåndet må essensen vel her være, at det at forstå 
matematik ikke er noget, der er så nemt, som vi gerne vil have eleverne til at tro det er.  
Dette afsnit starter med en definitionsramme for hvad matematikforståelse er i form af KOM-
rapportens kompetencebeskrivelse, og derefter griber vi fat i to basale vanskeligheder ved 
matematik: matematikkens særlige genstandsfelt, og hvad man kan kalde matematikkens 
didaktiske udfordringer, som vi beskriver ved en eksemplificerende gennemgang af udvalgte 
teoretikeres modeller for matematisk begrebsforståelse. Disse modeller vil udgøre opgavens 
teoretiske fundament, og det vil være fra dem vi vil uddrage de teoretiske redskaber til detektion, 
diagnostik og intervention overfor matematikvanskeligheder.   
3.1 KOM-rapporten 
I rapporten beskriver Niss et al, hvordan man kan opfatte matematisk forståelse som opnåelse af 
et antal kompetencer. Rapporten beskriver 8 kompetencer som opdeles i to hovedgrupper, som 
kan ses illustreret på figur 1.  
 
Figur 1: KOM blomsten, som viser de otte kompetencer 
Første hovedgruppe af kompetencer handler om “at kunne spørge og svare i og med matematik” 
[Niss 2002 s. 47 ff] og underopdeles i følgende 4 kompetencer: 
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Matematisk tankegangskompetence - at kende til de typer spørgsmål og svar der kan stilles i 
matematik. 
Problembehandlingskompetence - at kunne opstille og løse matematiske problemer. 
Modelleringskompetence - at kunne opstille og analysere matematiske modeller hvor matematik 
anvendes på et genstandsfelt uden for matematikken. 
Ræsonnementskompetence - at have intuitiv matematisk tankegang og evne til at opstille og 
gennemføre matematiske beviser. 
Anden hovedgruppe af kompetencer handler om “at omgås sprog og redskaber i matematik” [Niss 
2002 s. 56] og underopdeles i følgende 4 kompetencer 
Repræsentationskompetence - at vide hvilke repræsentationer man har til rådighed og at kunne 
sortere og skifte mellem repræsentationer. 
Symbol og formalismekompetence - at kende og kunne håndtere matematiske spilleregler i 
symbolsk og formelt matematisk sprog. 
Kommunikationskompetence - at kunne tale i, med og om matematik. 
Hjælpemiddelkompetence - at kunne betjene sig af hjælpemidler såsom IT, vinkelmålere, tabeller 
og deslige. 
For at beskrive hvordan disse kompetencer kommer i spil på forskellige uddannelsesniveauer 
opdeles kompetence-beherskelsen i tre dimensioner - dækningsgrad, aktionsradius og teknisk 
niveau. En grundtanke præsenteret i KOM-rapporten er, at man arbejder med de otte 
kompetencer hele vejen igennem uddannelsessystemet, så man får en fælles referenceramme at 
tale opnåelse af matematiske færdigheder i, og at man udfolder de specifikke problemer, der er 
karakteristisk inden for hvert uddannelsestrin ved at se på dækningsgrad, aktionsradius og teknisk 
niveau for de enkelte kompetencer. Pensum bliver på den måde noget, der fungerer som den 
ramme vi arbejder i under processen med at opnå kompetence i matematik.  
Kompetencetænkning i forhold til matematikvanskeligheder mener vi har stor værdi og relevans 
for os som matematikvejledere både i arbejdet med den enkelte elev men også mere overordnet 
set. Vi kan arbejde med overgangen fra grundskole til gymnasium i termer af kompetencer og ikke 
i termer af pensum. Vi kan hæve os over mudderkastningsøvelser i form af ubrugelige udsagn som 
“jeg har aldrig haft ligninger i folkeskolen” men i stedet kan vi fokusere på, hvordan vi intervenerer 
så eleverne opnår f.eks. større dækningsgrad af deres symbol og formalismekompetence. 
Ikke alle kompetencer har lige stor vægt som forklaringsparametre i forhold til vores nuværende 
problemformulering om variabelforståelse og i det følgende anvendes primært begreber der 
knytter sig til symbol og formalismekompetencen, repræsentationskompetence og 
kommunikationskompetence. Tankegangskompetence, problembehandlingskompetence og 
ræsonnementskompetence kommer også i spil i mindre grad f.eks. i detektionstesten, når 
eleverne skal forstå et matematisk spørgsmål og omsætte det til løsningen af et matematisk 
problem.  
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3.2 Matematikkens genstandsfelt. 
Matematik findes ikke uden symboler og objekter - der er ikke som i naturvidenskab en ”natur” at 
beskrive, så matematik bygger på objekter, og på at man kan tillægge størrelser og symboler 
betydning. Man præsenterer eller repræsenterer objekter eller størrelser på forskellig vis. 
Matematik er på den måde anderledes end andre fag - det er mere abstrakt og samtidig findes der 
i flere tilfælde mange måder at præsentere de samme objekter på. 
Et af de helt store problemer for eleverne er netop, at de samme symboler/navne kan have mange 
betydninger. De skal således kunne se forskellige ting, der betyder det samme skrevet på 
forskellige måder - men også omvendt samme ting skrevet på forskellig måde. Eksempelvis når vi 
vil regne et areal, så benytter vi almindeligvis bogstavet A, men når vi skal beregne arealet af en 
trekant benyttes T, da en af vinklerne ofte kaldes A. Der bruges forskellige bogstaver til at beskrive 
samme størrelse - og desuden kan man i princippet selv vælge, hvad man kalder de forskellige 
størrelser, hvis man blot gør det konsistent. Dette er helt specielt for matematik, og helt centralt 
for netop vores problemfelt, variabelforståelsen, der netop er fuldstændig afhængig af at den 
semiotiske afkodning sker korrekt. [Duval, 2006], [Sfard, 1991] Sagt i kompetencetermer handler 
elevens kommunikation omkring variable om, at eleverne skal opnå et vist niveau af symbol og 
formalismekompetence, repræsentationskompetence og kommunikationskompetence, så 
symbolerne kan afkodes, tolkes som repræsentationer, oversættes til naturligt sprog og så endelig 
kommunikeres enten i skrift eller verbalt til omverden igen. 
Man skal altså have en forståelse for at symboler og objekter kan have mange navne for at kunne 
arbejde i og forstå matematik. Som lærer giver det den udfordring at man skal fange den enkelte 
elev i dennes forståelse - og bygge videre på den. En af gymnasiernes helt store udfordringer her 
er, at der er mange elever i en klasse, og den enkelte elevs afkodning af et symbol er derfor svær 
for læreren at få kendskab til.  Netop derfor kan det være en stor hjælp at udvikle detektions- og 
diagnostiseringsredskaber, så man finde ud af hvad den enkelte elev egentlig forstår ved de 
enkelte symboler og objekter i forskellige situationer. Artiklen i MONA 2012-1 om faglig læsning af 
matematikholdige tekster giver en række bud på hvordan man afdækker elevers læsning af tekster 
hvor det viser sig at mange af de svage elever slet og ret hopper ord eller symboler de ikke kan 
afkode over. Der anvises i artiklen en række bud på hvordan man afhjælper dette f.eks. i form af 
ordbegrebskort. [Hjort et a, 2012] 
Det matematiske genstandsfelt er altså selve den logiske konstruktion og ikke som for eksempel 
de naturvidenskabelige genstandsfelter et fysisk objekt. Eleven kan derfor ikke observere det 
genstandsfelt eleven arbejder med og eleven må arbejde med et symbol for genstandsfeltet. Det 
giver det grundlæggende dilemma at elever i matematikindlæringen må benytte sig af forskellige 
repræsentationer for genstanden, en problematik vi vender tilbage gentagne gange under 
teoribeskrivelsen. Disse repræsentationer må dog ikke forveksles med genstandsfeltet (det 
matematiske objekt). Dette giver matematikindlæringen en fundamental anden karakter end 
læringen om materielle objekter, da de matematiske objekter er fuldstændigt uopnåelige for vores 
sanser, og kun kan opfattes tankemæssigt. Under arbejdet med matematiske objekter vil vi 
alligevel give de matematiske objekter en repræsentation men understrege at repræsentationen 
ikke er objektet, kun en repræsentant for denne. [Sfard, 1991] 
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3.3 Didaktiske læringsteorier 
Vi vil her se på hvordan en række didaktikeres betragtninger i forhold til matematisk 
begrebsforståelse, kan give os teoretiske værktøjer til at afdække og beskrive elevers 
matematikforståelse. Meget af forskningen har også empiribaserede bud på interventionsmetoder 
der kan inspirere os i vores eget design af interventionsforløb. Vi vil i afsnittet have fokus på 
variabelforståelsen, men da det som tidligere nævnt, undervejs i vores detektion har vist sig at 
vores elever havde vanskeligheder på andre områder end variabelforståelsen, har vi naturligvis 
også brugt de teoretiske overvejelser til at afdække disse vanskeligheder. 
3.3.1 Begrebsbillede og begrebsdefinition 
Tall og Vinner beskriver forståelsen af et matematisk begreb ved at skelne mellem begrebsbillede 
og begrebsdefinition. Et begrebsbillede er den totale struktur, der udgør et individs mentale 
billede af et begreb. I tilfældet hvor begrebet er ”variable”, vil en elevs begrebsbillede være al den 
kognitive aktivitet, der er knyttet til begrebet variable. Det kan både være kognitive processer 
eleven er bevidst om, men også processer eleven ikke selv registrerer. Begrebsbilledet indeholder 
altså både elementer fra tidligere matematikundervisning, elementer eleven har samlet op 
undervejs i opgaveløsning og anden aktivitet/viden eleven af andre grunde knytter til begrebet 
variabel. 
Begrebsdefinition på den anden side er de ord, der bruges til at beskrive begrebet. Disse ord kan 
enten være elevens egne, og i så fald er der tale om en personlig begrebsdefinition eller de kan 
være en formel definition, accepteret af det matematiske samfund, og i det tilfælde er der tale om 
en formel begrebsdefinition. [Tall og Vinner, 1981] 
I de lærebøger for matematik som vi kender til bliver begrebet variabel ikke defineret. Elever vil 
derfor først sent, hvis nogensinde, møde en formel definition af begrebet variabel. Vi kan derfor 
forestille os, at mange elever i høj grad vil danne en personlig begrebsdefinition, ligesom det 
begrebsbillede, der vil aktiveres, når de arbejder med variable, vil være et begrebsbillede, der er 
konstrueret og videreudviklet gennem de erfaringer, eleverne har gjort ved arbejdet med variable, 
snarere end ved at have hørt eller læst en formel definition. [Tall og Vinner, 1981]  
Da eleverne indledningsvist ofte vil støde på variable præsenteret som et bogstav, ofte x eller y, 
kan vi yderligere forestille os, at eleverne danner sig en personlig begrebsdefinition indeholdende 
at en variabel er et bogstav, for eksempel x eller y. Det matematiske objekt variabel vil altså blive 
sat lig med den matematiske repræsentation (bestemte bogstaver).  
Som diagnosticerings- og interventionsværktøj kan et øget fokus på elevers begrebsbillede eller 
personlige begrebsdefinition være en hjælp til at detektere snublesten, mangler samt 
fejlindlæringer af forskellig art. Dermed kan et forsøg på at aktivere elevers begrebsbillede gøre 
elev og vejledere opmærksom på en misforståelse, eleven ikke selv er bevidst om. 
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3.3.2 Repræsentationer, semiotik, registre, treatments og conversions. 
En af hovedideerne med variable er, at de kan bruges som objekter, der igen kan repræsentere 
andre objekter. Dette defineres af Duvals som en “repræsentation“. Med repræsentation menes 
således, at noget kan stå for noget andet. 
Det er både nødvendigt og uvurderligt at kunne benytte og arbejde med repræsentationer i 
matematik og det er essentielt at eleverne besidder repræsentationskompetencen så de kan 
forstå forskellige repræsentationer og manøvrere imellem dem, og vælge hvilke der er bedst i 
forskellige situationer [Niss og Jensen, 2002] 
Et af problemerne ved repræsentationer i læringssituationen er, at repræsentationens egenskaber 
ofte ikke er interessante i sig selv. En elev, der har forstået det matematiske objekt, vil ikke bruge 
tid på at søge efter mening i repræsentationen, mens det for elever, der stadig er i en 
læringssituation omkring objektet, vil være indlysende at søge mening i repræsentationen. Hvorfor 
bruger du lige x? 
Samtidig er repræsentationen elevens eneste vej til det egentlige objekt, og eleven vil derfor være 
nødt til først at arbejde med repræsentationen for at forstå det matematiske objekt. [Sfard, 1991]. 
Eleven har faktisk først forstået objektet variabel, når eleven indser at repræsentationen ikke er et 
objekt, men blot en repræsentant, der (ofte) kan vælges frit og uproblematisk skiftes ud med 
noget andet.     
Repræsentationernes centrale rolle i arbejdet med de matematiske objekter giver således 
eleverne et dobbelt problem, når de skal arbejde med variable. Dels skal de kunne forstå det 
matematiske objekt variabel, hvilket i sig selv kræver, at de først tilegner sig en træning i at 
arbejde med repræsentationer af variable, ofte i form af bogstaver, og derefter indser at 
bogstaverne i sig selv ikke er interessante.  
  
Et andet om end endnu mere centralt begreb i Duvals teorier er semiotiske systemer og registre. 
Semiotisk betyder ”læren om tegn/symboler”, og et semiotisk system et således et system hvor 
man bruger tegn/symboler på en bestem måde. Tegn og symboler kan således skrives forskelligt i 
forskellige semiotiske systemer, hvilket betyder at man skal kende til flere måder at beskrive det 
samme objekt på, og man skal kunne springe imellem de forskellige semiotiske systemer, hvilket 
kaldes transformationer (se forklaring nedenfor). Et semiotisk system hvor der tillades 
transformationer kaldes et register. 
Duval har overordnet fire typer af registre, idet der skelnes mellem registre som er multi/mono-
funktionelt hhv. sproglig/visuelt. 
Et register kaldes monofunktionelt, hvis det er regelbaseret og der er algoritmer til løsninger af 
opgaver/problemstillinger. Et register kaldes multifunktionelt, hvis der findes mange måder at løse 
problemerne på og løsningsmetoder derfor ikke kan skrives som algoritme.  
Sproglige registre er som ordet antyder områder hvor man arbejder symbolsk og sprogligt og det 
er i modsætning til visuelle registre der som ordet også antyder benytter sig af visuelle objekter så 
som skitser, grafer, illustrationer mm.  
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Man kan skematisk fremstille de fire registre således: 
 Multifunktionel 
-Ikke regel basseret 
- flere måder at angive samme viden på 
Monofunktionel 
-fast defineret metode 
Sproglig Mundtlige hverdags forklaring Udtryk beregn beviser 
Visuel Tegninger skitser mønstre Grafer diagrammer 
 
Når man skal løse et matematisk problem tager man almindeligvis udgangspunkt /afsæt i et af de 
beskrevne registre. Det er som ovenfor beskrevet ikke sådan at man nødvendigvis bliver i samme 
register i processen hvor opgaven løses - man kan skifte mellem registre ved at lave en 
transformation. Duval opererer med to typer af transformationer, når man vha. matematiske 
processer bevæger sig fra et semiotisk system til et andet - dem kalder han hhv. “treatments” og 
“conversions”. 
Med ‘treatments’ menes omformninger inden for samme register. Nogle oversætter ordet med 
‘bearbejdning’, hvilket således giver meget god mening.  Hvis man laver en treatment omformer 
man således problemet semiotisk i det samme register. Hvis man befinder sig i et multifunktionelt 
sprogligt register omformer man opgaven f.eks. mellem skriftsprog og mundtligt sprog. Et 
eksempel kunne være at man ønsker at løse en ulighed 3d-d(3-d)>2d. Man vælger at lave en 
treatment, og i stedet løse ligningen 3d-d(3-d)=2d og finde ud af hvor de to udtryk er lig hinanden, 
for derefter at sætte tal ind og finde ud af, om det er mindre d-værdier eller større d-værdier, der 
gør uligheden sand. 
At lave en treatment kræver derfor kendskab til hvilke muligheder man har indenfor et semiotisk 
register i forhold til at udtrykke matematikken. Man skal kunne oversætte en type problem til en 
anden type problem, og det er derfor almindeligvis ikke nok bare med en instrumental forståelse i 
“Skemp”-forstand.   
Den anden type transformationer kaldes ‘conversions”, hvormed der menes omformninger som 
ikke bare omformer men også skifter register. Nogle oversætter ordet med ‘omdannelse’. 
‘Conversions’ er i mange tilfælde sværere end treatments, da man skal kende til flere registres 
notationer og fremgangsmåder. Et eksempel på en conversion kunne være som følger: 
Vi har fået en almindelig tekstopgave, og vi lægger dermed ud med at befinde os i det 
multifunktionelt-sproglige register. Vi omformer nu det der står i teksten til en ligning, hvilket 
kræver at vi skifter til et monofunktionelt sprogligt register. Nu har vi en ligning, som vi kunne 
vælge at løse, men i stedet vælger vi at lave endnu en conversion, og bevæge os over i det 
multifunktionelle visuelle register, hvor vi illustrerer vores ligning som to funktioner vi tegner 
grafisk. Når ligningen er løst grafisk kan vi vha. endnu en conversion returnere til det oprindelige 
register, og i ord forklare hvad vi fandt ud af.  
En af de store udfordringer for eleverne er, at de skal kunne genkende de samme objekter selvom 
de skrives på forskellige måder i forskellige registre. Eksempelvis i situationen ovenfor, hvor f(x) i 
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det multifunktionelle visuelle register svarer til y i ligningen fra det monofunktionelle sproglige 
register. Når eleverne ikke kan skifte register tolkes det oftest som om de ikke kan matematikken, 
men det er muligt at det blot er de forskellige repræsentationer de har svært ved. Det er derfor 
interessant at medtage i denne undersøgelse, da der ofte findes transformationer i mellem 
registre og forskellige repræsentationer i opgaver med variable.  
Det væsentlige i Duvals teori er således at forstå at eleverne kan have udfordringer med at se 
samme objekter i forskellige semiotiske registre, men også vide hvad man må gøre af 
omformninger der ikke skifter register. Det kræver abstraktion at kunne navigere rundt imellem de 
forskellige måder at repræsentere et objekt på, og at forstå at der er mange veje til at løse et 
problem. Således skal eleven dels kunne forstå arbejdsgangene i de enkelte registre, men også 
forstå hvorfor det er det samme som en anden skrivemåde i et andet register. [Duval, 2006] 
3.3.3 De komplimentære størrelser operationel og strukturel viden og indlæring via 
internalisering, kondensering og reificering 
Sfard ser matematisk begrebsforståelse som havende en dobbeltsidet karakter og hun skelner 
imellem at have en strukturel og en operationel forståelse. De to typer forståelse er 
komplimentære størrelser.1 Den strukturelle forståelse ses som mere abstrakt end den 
operationelle og Sfard hævder at den operationelle forståelse er en forudsætning for den 
strukturelle forståelse. [Sfard, 1991, s. 3f]   
For at forstå selve processen med at opnå en fuld strukturel forståelse af et matematisk objekt, er 
vi ifølge Anna Sfard nødt til at se på den måde, hvorpå vi tilegner os et matematisk begreb. 
Forståelsen bliver altså knyttet til tilegnelsen, som Sfard beskriver ved hjælp af de tre kategorier: 
internalisering, kondensation og reificering, der udgør hver sit trin i forståelsen af et matematisk 
begreb. Trinene skal ikke ses som en rangorden af matematisk forståelse, men snarere som 
indbyrdes sammenhængende, i den forstand at alle tre er nødvendige trin i den fulde forståelse af 
et begreb. For at forstå et matematisk begreb, kræver det altså først en internalisering, derefter 
en kondensering og til sidst en reificering af begrebet.  Det første trin, internalisering, beskriver en 
familiaritet i at arbejde med begrebet.2  Kondenseringsfasen er en periode hvor det, der i fasen før 
foregik som en proces, nu kan ses som en enhed. Eleven der arbejder med begrebet vil ikke 
længere være nødt til at gå i detaljer, men er i stand til at overskue hele begrebet på en gang.3 
4Den sidste fase, reificeringen, beskriver det fænomen, at en elev har tingsliggjort et matematisk 
                                                          
1 Sfard argumenterer for hjernens tilegnelse af ny matematisk viden ved at se på det matematiske samfunds historiske 
tilegnelse af ny matematisk viden.  Her ser hun en tendens til at nye begreber er kommet til gennem tre faser: en 
prækonceptuel, en operationel og en strukturel fase. Faserne bliver eksemplificeret gennem begrebet funktion. Den 
prækonceptuelle fase er tiden, hvor videnskabsmænd arbejdede med størrelser, der varierede, uden at have en fælles 
matematisk begreb for at gøre dette. Den operationelle fase indtræffer med Leibniz definition af at en funktion som to 
størrelser x og y der varierer sammen og den sidste fase, den strukturelle, er kendetegnet ved at det operationelle 
fjernes fra definitionen og at funktion defineres som en mængde af ordnede par. [Sfard 1991]. Begrebet er altså 
blevet en abstrakt enhed der kan manipuleres med.  
2 Er begrebet, der skal forstås de naturlige tal, vil internalisering være at være vant til at tælle fænomener. 
3 For de naturlige tal forestiller vi os at det vil være at kunne se det enkelte tal som symbol for en mængde. 
4 Hvis denne fase giver et overblik over et begreb i alle dets repræsentationer kan fasen evt. sammenlignes med det 
KOM-rapporten kalder repræsentationskompetence.  
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begreb. Begrebet er nu noget i sig selv. Det kan muligvis fremstå (repræsenteres) på forskellig 
måde i forskellige sammenhænge men eleven interesserer sig ikke længere for 
repræsentationsformerne, men kan uproblematisk manipulere med begrebet, da dette nu kan 
“ses” for sig selv. [Sfard 1991, s. 17]  
Bruger vi Sfards tre trin på at beskrive tilegnelsen af begrebet variabel, vil internaliseringen være 
hvor eleven arbejder med at noget skal fastholdes, mens han/hun lader andet variere. Dette 
“noget” kan være alt, f.eks. mønstre og bogstaver, men også år, temperatur, vandhøjde og alt 
muligt andet. I kondenseringsfasen vil eleven være i stand til at løse konkrete opgaver med 
repræsentanter for en variabel og finde resultatet når denne varierer. I reificeringsfasen vil eleven 
have tingsliggjort det “at noget kan variere”. Dermed kan eleven uproblematisk indføre bogstaver i 
beviser og manipulere med dem. Samtidig vil eleven uden de store vanskeligheder kunne indføre 
og manipulere med variable i optimerings- og modelopgaver, uden at skulle spekulere over hvilken 
repræsentation, den variable har.5 
Som diagnosticerings- og interventionsredskab kan vi bruge Sfards terminologi til at beskrive hvor i 
processen fra operationel til strukturel, eleven er. Ved anvendelse af de tre begreber 
internalisering, kondensering og reificering bliver vi i stand til dels at diskutere hvilken 
(objekt/struktur) forståelse eleven har, dels at overveje i hvilken fase af den processuelle 
beskrivelse eleven er. Hvis vi f.eks. kan afdække om elevens vanskeligheder skyldes, at eleven 
forsøger at operere på et trin, for eksempel reificering, men stadig mangler den grundlæggende 
internalisering og kondensering af begrebet, sættes vi i en meget bedre situation i forhold til at 
designe den rette intervention. 
3.3.4 Instruction for abstraction 
Med Instruction for abstraction giver Mitchelmore og White et didaktisk redskab, der ligger i 
forlængelse af Sfards teori om at reificere et matematisk begreb. Hos Mitchelmore og White 
udfoldes elevens tilegnelse af et matematisk objekt sig i fire faser, familiarisation, genkendelse af 
fællestræk, reification og applikation. Den egentlige forskel i forhold til Sfards tredeling er 
opdelingen af den sidste fase i dels en reificering og dels en applikation. Der skelnes altså mellem 
det at have reificeret (tingsliggjort) det matematiske begreb og det at kunne anvende det til 
problemløsning. Som redskab til diagnosticering og intervention vil Mitchelmore og Whites 
opdeling af læringsprocessen give stort set det samme som Sfards tredeling af videnstilegnelse 
men med større fokus på at få det reificerede objekt gjort aktivt for eleven.  [Mitchelmore og 
White 2004]. 
  
                                                          
5 Ved at betragte variabelforståelse i disse tre trin, er vi blevet opmærksomme på, at især det første trin sjældent 
trænes i skole/gymnasie-regi.  I gymnasiet forudsætter vi, at det er noget eleverne allerede kan. Som vi skal se senere, 
har Shayer, Adey og Yates haft succes med at tænketræne med elever, hvor en del af tænketræningen netop var spil, 
der trænede internalisering af varibelbegrebet. Vi vil som en af vores interventioner undersøge om tænketræning 
med elever vil være en hjælp til en reificering af variabelbegrebet. 
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3.3.5 Instrumentel, relationel og formel forståelse 
I artiklen “Relational Understanding and Instrumental Understanding” skelner Skemp som titlen 
antyder mellem instrumental og relationel forståelse.  Instrumental forståelse er evnen til at bruge 
en korrekt lært regel til at løse et problem, uden at vide hvorfor reglen virker.  Altså en form for 
mønstergenkendelse. En elev med en relationel forståelse vil have forstået matematikken på en 
måde, så han/hun ikke blot kan anvende reglerne, men også forstå hvorfor de er som de er, og 
dermed selv udlede andre regler og fremgangsmåder ud fra generelle sammenhænge. [Skemp 
1976, s 45] 
I artiklen ”Goals of learning and Qualities of understanding” udvider Skemp med endnu en 
beskrivelse af hvordan vi kan forstå. Udover den instrumentelle og den relationelle forståelse, 
beskriver han også en formel forståelse og argumenterer samtidig for hvorfor denne måde at 
forstå på, er andet end den relationelle forståelse. Formel forståelse er evnen til forbinde 
matematiske symboler og matematisk notation med de relevante matematiske ideer og dermed 
kunne kombinere disse ideer til en kæde af logisk ræsonnement. Den formelle forståelse kræver 
dermed en relationelforståelse, men går videre end den. [Skemp 1979] Som vi forstår det, er den 
formelle forståelse i høj grad den vi måler i den mundtlige matematik. Den formelle forståelse 
dækker det fænomen, at en elev har forstået det matematiske ræsonnement på en måde, der gør 
det indlysende for eleven, at fremsætte sine tanker på en stringent matematisk form.  
Især skellet mellem instrumentel og relationel forståelse kan være et godt redskab til 
diagnosticering og intervention. Ved for eksempel at bede elever redegøre for hvorfor de løser 
opgaver med en bestemt metode, eller ved at variere opgaver, vil det være muligt at detektere en 
instrumentelt indlært regneregel.  
3.3.6 Intuitiv og refleksiv mental aktivitet.    
Skemp beskæftiger sig ligesom Sfard og Mitchelmore og White med tilegnelsen af matematik. 
Ifølge Skemp gælder det for al viden, herunder også matematisk viden, at det bliver tilegnet med 
et formål og at formålet med tilegnelsen spiller ind på den forståelse vi har af et begreb. På figur 2 
ses en model af Skemps ”Delta 1 Delta 2 model,” hvor delta 1 og delta 2 skal ses som to skemaer, 
der tilsammen udgør en “forståelse” af et begreb6. [Skemp s. 1979 s. 44] 
 
Figur 2: Skemp’s Delta 1 Delta 2 model 
Det ene skema, delta 1, bliver skabt i en vekselvirkning med det mål, eleven har med at lære det 
begreb skemaet skal dække. Det betyder, at det som eleven opfatter som formålet med at lære, 
får betydning for hvordan skemaet ser ud. Det andet skema, delta to, bliver skabt i en 
                                                          
6 Forståelse bliver hermed ikke blot et individs kendskab til et begreb, men også brug og løbende evaluering af 
begrebet. 
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vekselvirkning med delta 1, og skal forstås som elevens løbende bevidste og ubevidste evaluering 
af delta 1.  Delta 2 er dermed elevens løbende test af hvorvidt delta 1 er i stand til at løse det 
problem, der er formålet med delta 1. Er formålet at bestå en test, vil delta 2 evaluere delta 1s 
evne til at klare dette. Så længe eleven kan løse de opgaver, der gives i testen, vil delta 2 ikke give 
anledning til justering af delta 1.  
Delta 2 kan sammenlignes med det vi kalder metakognition, men er som vi forstår det, mere 
målorienteret end metakognition som det forstås i gymnasiesammenhæng generelt. I forhold til 
matematikvejledersituationen kan delta 2 være af central betydning, da vi i første omgang vil 
opdage en uhensigtsmæssig metode i delta 1, men for at komme til bunds i problemet vil være 
nødsaget til at forstå delta 2 skemaets begrundelser for at opretholde delta 1.  
Skemp parrer de tre forskellige beskrivelser af forståelse med to mentale aktiviteter. Den intuitive, 
der er umiddelbar og foregår i delta 1 og den refleksive, der foregår i delta 2 og altså indeholder 
elevens egne overvejelser over hvorfor han/hun vælger en given metode. Dette fører til seks 
forskellige løsningssituationer. 
1. Intuitiv-instrumentel: eleven vælger at løse opgaven med den regel som han/hun har lært 
skal bruges til den pågældende opgave, uden at eleven forstår, hvorfor reglen fungerer. 
2. Refleksiv-instrumentel: eleven reflekterer nok til at kunne vælge regler, der skal bruges 
sammen, dog uden at have forstået hvorfor reglerne fungerer.7  
3. Intuitiv-relationel: Eleven vil assimilere input (for eksempel en opgave der ønskes løst) til 
delta 1 direkte over i et korrekt skema og herefter bruge dette skema på den rette måde i 
forhold til løsning af opgaven. 
4. Refleksiv- relationel. Eleven kan udlede en ny regneregel på baggrund af to eksisterende og 
kan samtidig bevise de skridt han/hun foretager. 
5. Intuitiv-formal: Skemp nævner her at han endnu ikke er stødt på et eksempel indenfor den 
matematiske, men som vi forstår ham, mener han, at den underliggende logiske struktur 
som er matematikkens genstandsfelt8, godt kan mestres intuitivt. Som eksempel nævner 
han barnet der kan argumentere på følgende måde: ”Alle hunde har en hale, dette dyr er 
en hund, altså har den en hale” men samtidig kan se, at argumentet “dette dyr har en hale, 
altså er det en hund,” umiddelbart kan tilbagevises ved at nævne en kat.  
6. Refleksiv-formal: Eleven kan bevise udsagn i et stringent matematisk sprog og forstår 
nødvendigheden af at bevise. Ses i opgaver som: vis at…   
 
I forhold til matematikvejlederfunktonen kan vi bruge ovenstående opdeling til overvejelser 
omkring hvilken måde en elev vælger at arbejde med en opgave.    
                                                          
7 Skemp nævner selv at han før han lavede modellen ikke havde troet at der kunne forekomme refleksiv-instrumentel 
løsning, men at situationen hvor en elev kan bruge to udenad lærte formler til at nå frem til en løsning, kan være tale 
om en sådan aktivitet. Vi mener dog, at man i dette tilfælde kan diskutere om ikke en elev skal besidde en vis grad af 
formal forståelse for at være i stand til dette. Altså have en grad af forståelse for at matematiske regler kan udledes af 
hinanden og hvordan dette gøres. 
 
8 Måske det Sfard kalder objektet. 
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3.3.7 Aritmetiske og algebraiske ligninger 
Til sidst vil vi opsamle 3 artikler der ikke nødvendigvis giver os nye teoretiske værktøjer men dog 
er særdeles centrale i forhold til vores problemformulering nemlig en opdeling af ligningsbegrebet 
efter brugen af variable og tal. 
Der findes forskellige niveauer af sværhedsgrader, når man har variable i ligninger. Der skelnes 
mellem aritmetiske ligninger og algebraiske ligninger [Davis 1975], [Filloy 1989], [Vlassis 2001].  
Aritmetik betyder “læren om tal” eller “regning”, hvorfor aritmetiske ligninger er ligninger der kan 
løses uden at operere med de variable. Dette kan være, fordi der kun står ubekendte på den ene 
side af lighedstegnet. Et eksempel kan være “x + 4 = 10”. Selvom ligningen ikke er løst helt i bund 
kan man se, at x=6 må være den rigtige løsning.  
Algebra kan oversættes med “generalisering af aritmetikken”, og kan derfor ifølge den store 
danske encyklopædi oversættes til bogstavregning. Algebraiske ligninger er således de ligninger 
hvor bliver nødt til at operere på nogle af de ubekendte størrelser og ikke kan nøjes med at 
operere på tallene. Man bliver nødt til at kende og forstå regneregler på et højere niveau samt at 
vide hvornår de gælder, for at kunne operere med størrelser som man ikke kender størrelsen af.  
Et eksempel kan være 3x + 4 = 7x. Da der står ubekendte på begge sider kræver det netop et 
højere abstraktion at løse ligningen, og det er derfor kognitivt meget sværere at løse algebraiske 
ligninger end de aritmetiske.  [Davis 1975] 
Overgangen fra at løse aritmetiske ligninger til algebraiske er en udfordring, og der findes flere 
forskellige metoder til at hjælpe eleverne på vej. Den mest kendte er nok “balancemodellen”, hvor 
man ser “=” som en vægtstang. Tilsættes eller fjernes der noget på den ene side, skal der også 
tilsættes hhv. fjernes noget på den anden side. En vægtstang kan tegnes, hvorved eleverne får et 
virkeligt billede af hvad det er for generelle operationer man kan lave i en ligning uden at vægten 
forskydes. En af udfordringerne med at benytte balance-modellen visuelt er, at eleverne skal lære 
at oversætte et matematisk udtryk til en tegning, og de skal kunne oversætte tilbage til ligningen 
igen [Filloy 1989]. Desuden er det svært at benytte modellen med negative tal og ubekendte samt 
halve ubekendte, da de ikke rigtig kan tegnes fysisk [Vlassis 2002]. 
Det er således klart, at balancemodellen ikke kan stå alene i overgangen fra at lære at løse 
aritmetiske ligninger til algebraiske ligninger, men den kan hjælpe flere elever til at forstå 
betydningen af “=” som et symbol for noget der er det samme, og ikke bare som et tegn der 
betyder at nu har man omskrevet et resultat. Modellen bidrager også til at eleverne kan forstå 
hvilke operationer man må lave [Vlassis 2002]. Dernæst mangler man så at få generaliseret de 
regneoperationer man har lavet, så de ikke kun gælder for naturlige tal.  
Almindeligvis forventes det når elever starter i gymnasiet, at de har lært at løse simple ligninger 
algebraisk, men det er vores erfaring at der sidder elever i klasserne som ikke helt har forstået 
princippet. Man kan diskutere hvornår eleverne abstraktionsmæssigt er klar til at løse disse 
algebraiske ligninger. I folkeskolen har Otykier et al. undersøgt om det eventuelt kunne være en 
ide at introducere eleverne til algebraiske ligninger allerede i 2-3. klasse. Konklusionen på dette 
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var, at det nok er lidt for tidligt [Otykier et al, 2011], men at det er vigtigt at de lærer abstraktionen 
tidligt i deres matematikuddannelse er der vist ingen tvivl om.  
 
3.4 Unges kognitive udvikling og konsekvenser for matematikundervisningen.  
Hvis vores arbejde med at vejlede elever og endnu vigtigere elevernes indsats med at forstå 
matematikken skal lykkes, det vil sige, skal medføre at eleverne efterfølgende “forstår” 
matematikken, kræver det ud over at detektere mulige fejlopfattelser og “snublesten” også, at 
eleverne er i stand til at operere på det abstraktionsniveau, matematikken kræver.  Her kommer vi 
ind på det traditionelt set særdeles sprængfarlige område, den menneskelige intelligens.  Hvilke 
kognitive evner har vores elever og er de overhovedet afgørende for om vores undervisning virker 
og eleverne rent faktisk lærer noget? Intelligenstests har mere end 100 års historie fra de første 
tests udviklet af de franske psykologer Alfred Binet og Théodore Simon revideret i det 
efterfølgende årti til den stadig brugte Stanford-Binet- test til den engelsk Charles Spearmans test 
af generel intelligens - den såkaldte g-faktor [Adey et al, 2007]. Brugen af sådanne tests har ikke 
været uproblematisk op igennem århundredet, men de hænger stadig ved og skolepsykologer 
over hele landet laver Stanfort-Binet test på både elever som har succes i uddannelsessystemet og 
elever som på en eller anden vis falder igennem, ja sågar vores egne børn. Spørgsmålet er om der 
er en sammenhæng mellem generel kognitiv udvikling og evner indenfor tilegnelse af matematik. 
At direkte intelligensteste elever med matematikproblemer går for vidt, men en 
diagnostiseringstest er et skridt på vejen, når vi vil måle på elevernes evne til at arbejde abstrakt 
på symboler, ideer og sammenhænge. 
3.4.1 Piagets stadieteori. 
Individets kognitive udvikling, herunder hvornår børn og unge udvikler evnen til forskellige grader 
af abstraktion, er beskrevet af den schweiziske biolog Jean Piaget. Gennem en række forsøg med 
børn i alderen 0 til 16 udviklede Piaget en stadieteori over individets kognitive udvikling fra fødsel 
til voksen. Ifølge Piaget forløb den kognitive udvikling i fire faser, som han betragtede som 
universelle for det normalt fungerende menneske. De første to faser er ikke interessante i 
skoleregi, da de beskæftiger sig med førskoleudviklingen. Tredje fase kalder Piaget for den 
konkret-operationelle fase og den kendetegnes ved, at barnet nu besidder logisk tænkning og kan 
udføre tankehandlinger ”operationer” over konkrete ting. Fasen er ofte i matematik karakteriseret 
ud fra om børnene kan klare regneopgaver omkring konkrete objekter, for eksempel æbler og 
pærer samt lagkager ved division. Overgangen mellem anden og tredje fase ligger ifølge Piaget 
mellem det 5. og 7. år og er ofte blevet set som belæg for, hvornår det giver mening at lade børn 
starte skole. [Piaget, 1971, s. 108] Den fjerde fase kalder Piaget den formelt-operationelle fase og 
den er karakteriseret ved at barnet nu formår at foretage operationer over abstrakte fænomener, 
altså noget af det, der kræves i en mere avanceret matematikundervisning, hvor genstandsfeltet 
jo netop er abstrakt. Overgangen mellem de to sidste faser falder ifølge Piaget i 12 til 16 
årsalderen.  [Piaget, 1971, s 60ff] 
Piagets udviklingsteori har haft stor gennemslagskraft for forståelsen af hvornår barnet er i stand 
til at løse bestemte typer opgave. Det interessante for os, er dels om den universalitet, der 
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tilskrives teorien holder og dels om det er en udvikling, der forløber af sig selv. Med andre ord, om 
børn og unge nødvendigvis vil komme fra fase tre til fase fire, eller om der skal bestemt træning 
til9. 
Piaget beskriver den menneskelige videnstilegnelse som en adaption, en løbende søgen efter 
ligevægt mellem summen af den erfaring individet på et givet tidspunkt besidder (indadvendte 
kognitive skemaer) og de oplevelser individet kommer ud for. Individet har et behov for denne 
ligevægtstilstand og vil derfor søge at tilpasse sine kognitive skemaer til den erfaring individet gør 
sig. Denne adaption kan ske på to teoretisk adskilte måder. Enten ved en assimilation, hvor den 
nye erfaring stemmer overens med de skemaer individet allerede har, eventuelt som en udvidelse 
af skemaerne. Individet kan derfor forholdsvis uproblematisk inkorporere den nye erfaring til 
eksisterende skemaer. Den anden måde, akkomodation, beskriver situationen hvor den nye 
erfaring står i modstrid til eksisterende skemaer. Individet vil her være nødsaget til at ændre 
eksisterende skemaer og akkomodationen opfattes derfor som psykisk mere belastende end 
assimilation. [Schultz Larsen 1996] 
Piagets teori var ikke som udgangspunkt skabt som en didaktisk teori, men en teori om hjernens 
videnstilegnelse. Men teorien er senere blevet brugt af didaktikere til at forklare hvad der sker, 
når vi lærer. For eksempel bruger Dolin begreberne akkomodation og kognitive skemaer til at 
forklare noget centralt ved læring og begge mener, at læring bliver forstærket, når eleven i 
læringssituationen må gøre brug af akkomodation fremfor assimilation. [Dolin, 2014] 
Begrebet kognitiv konflikt bruges om det forhold, at den nye erfaring ikke stemmer overens med 
de eksisterende skemaer, altså vil en kognitiv konflikt gå forud for en akkomodation. Den kognitive 
konflikt er derfor i didaktikken blevet set som læringssredskab i den forstand at elever er særligt 
opmærksomme på læring, der bunder i en kognitiv konflikt. Læring finder altså i den traditionelle 
piagetske opfattelse især sted, når den kognitive ligevægt forstyrres af en erfaring, der ikke 
umiddelbart kan forklares ved hjælp af eksisterende skemaer og ligevægten derefter genskabes 
via en akkomodation. [Piaget, 1971], [Dolin, 2014] 
  
                                                          
9 Vi har ikke fundet belæg for hvorvidt Piaget selv mente at udviklingen kom af sig selv. 
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3.4.2 Vygotsky Internalisering og zonen for nærmeste udvikling. 
Hos Vygotsky er sprogets og tankens udvikling tæt forbundne størrelser. Sprogudviklingen er 
central for barnets kognitive udvikling, og al udvikling starter i det sociale rum. 
Udviklingsprocessen beskrives gennem begreberne internalisering og mediering, og barnets viden 
går fra at være af interpersonel karakter, altså viden som barnet kun kan benytte i kommunikation 
med sine forældre, lærere eller dygtigere kammerater til at bliver internaliseret og dermed af 
intrapersonel karakter hvor barnet selv har kontrol over denne viden. Denne internalisering af 
viden sker gennem en medieringsproces. Medieringen skaber forbindelsen mellem individet og 
omverden, og medieringen foregår ved hjælp af et artefakt, som kan være både af konkret og 
abstrakt natur.  Et artefakt er farvet af den kulturelle ramme, som det anvendes i og barnet lærer 
om og påvirkes af kulturelle aspekter igennem valg af artefakter. [Damberg et al 2006, s 166] 
Konkrete artefakter kunne i en klassisk læringssituation være papir og blyant, en vinkelmåler eller 
en lommeregner og barnets læring påvirkes selvfølgeligt af om man udstyrer barnet med en 
regnestok eller en lommeregner.  Abstrakte artefakter kan være talsystemet eller grafiske 
repræsentationer. Et matematisk koncept internaliseres dermed som et resultat af en mediering 
som læreren, kammeraterne og barnet selv påvirker igennem valg af artefakt. Op igennem 
skolesystemet sker en gradvis ændring i artefaktbrug fra konkrete til abstrakte. Tal læres ved at 
tælle på fingre, ved at lege med ting, sortere ting osv. Aritmetikken læres vha. en kombination af 
konkrete og abstrakte artefakter - pizzaer der kan klippes i stykker, tal og illustrationer. Algebraen 
kan også delvis stadig have konkrete artefakter, men gradvist glider de konkrete artefakter mere i 
baggrunden bortset fra fysiske hjælpemidler som lommeregnere og computer mm som dog 
benytter abstrakte artefakter som mediering i gennem tal og repræsentationer af forskellig vis. 
Føres disse tanker videre går processen i matematiske sammenhænge over til at være mere og 
mere abstrakt. De matematiske begreber internaliseres i stigende grad gennem artefakter som er 
mere og mere sammensatte - abstraktioner over abstraktioner. Et helt hierarki kan opbygges 
gennem en begrebslogisk analyse af selv simple ideer som f.eks. denne opgaves variabelbegreb 
som skal forstås igennem - startende fra de simpleste abstrakte artefakter talbegrebet og 
mængdebegrebet over ækvivalensbegreber til et hav af repræsentationer. Dels skaber dette 
problemer af ren semiotisk karakter, hvor barnet skal forstå artefaktets rolle gennem et tegn, dels 
skal barnet også lære at tale den matematiske diskurs. Barnet skal dermed besidde symbol og 
formalismekompetence og kommunikationskompetence så barnet forstår hvad tegnenes 
sammensætning betyder og dermed forstår hvad der spørges om. Herefter skal barnet så rent 
faktisk løse det problem det er blevet stillet overfor, eventuelt ved et eller flere skift af semiotiske 
registre. Barnet skal gøre brug af måske både treatments, altså skift af semiotik indenfor et 
register, og conversions, skift til andet register. Barnet skal her gøre brug af en række 
kompetencer for at vide hvilke værktøjer der er til rådighed enten for at lave omformninger eller 
omdannelser. Sidst skal resultatet så kommunikeres tilbage i på en passende måde og i en 
passende form. Brydes bare et af disse led lukker kommunikationen og opgaven bliver ikke løst. 
Eksempler på brug af konkrete artefakter i f.eks. indlæringen af tal eller geometriske objekter er vi 
stødt på hos Mitchelmore og White.   
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Den anden vigtige ide er Ifølge Vygotskys beskrivelse at barnet udvikler sig gennem støttede 
aktiviteter i hvad Vygotsky betegner som zonen for nærmeste udvikling. Denne zone indeholder 
elementer som barnet endnu ikke behersker selv, men som barnet i gennem den voksnes hjælp og 
instruktion kan opnå beherskelse af.  I al design af undervisning må det derfor tilstræbes at vi når 
ind i den enkelte elevs nærmeste udviklingszone. [Damberg et al 2006, s 169] 
 3.4.3 Adey and Shayer - CASE, CAME og Lets Think. 
En indikation af at der måske er et problem med antagelsen om at børn opnår formelt 
operationelt niveau i senest en alder af 16 kom allerede i midten af 60-erne, hvor den engelske 
kemi-lærer Michael Shayer opdagede, at hans folkeskoleelever reagerede meget forskelligt på 
hans undersøgelsesbaserede kemi-undervisning. En klasse med overklasse drenge i en privatskole 
deltog og engagerede sig nemt i hans undervisning hvorimod en pigeklasse i en almindelig 
folkeskole ikke kunne aktiveres til deltagelse. Dette vagte hans nysgerrighed, da han ikke 
umiddelbart købte en præmis om at pigerne skulle være dummere end drengene. Ved hjælp af 
simple praktiske forsøg med f.eks. vores kendte pendulforsøg fra den almindelige 
fysikundervisning, hvor et penduls afhængighed (eller uafhængighed) af parametre som masse, 
snorelængde og udsving undersøges, afsløres elevers evne til at forstå variabelsammenhænge. 
Shayer fandt ud af at elevernes kognitive niveauer, i Piagetsk forstand, var særdeles forskellige i de 
to klasser, selvom eleverne var lige gamle, og de derfor ifølge stadieteorien næste alle burde være 
formelt operationelle grundet deres alder. Overklassedrengene i privatskolen var alle formelt 
operationelle, mens pigerne i folkeskolen var langt mere spredt hvor kun en lille brøkdel var 
formelt tænkende.  
Denne opdagelse ansporede Shayer til at designe tests af kognitive niveauer og på systematisk vis 
indsamle data for en langt større del folkeskoleelever og gymnasieelever.  Igennem et 5-årigt 
forskningsprojekt fra 1974 ved universitetet i Chelsea indsamlede Shayer og hans kollegaer data 
for 16-17 åriges kognitive niveauer. Opdelingen var klassisk Piagetsk: 
1               Præoperationel tænkning 
2A            Tidlig konkret operationel tænkning 
2B            Sen konkret operationel tænkning 
2B/3A     Overgangs niveau, nogle gange betegnet 2B* 
3A            Tidlig formel operationel tænkning 
3A/3B     Overgangs niveau 
3B            Sen formel operationel tænkning 
I England lå den gennemsnitlige 16-årige elev på 2B* overgangen og kun 25 % havde fuld 
beherskelse af 3a og derover, og kun cirka 5 % er fuldt 3B. En anden vinkel på data var, at der på 
hvert alderstrin er spredningen i kognitive niveauer meget stor, helt op til 12 år når eleverne er 
omkring 11-12 år.  Selv op i voksenalderen er spredningen stor og til forskernes store undren var 
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en stor del af den voksne befolkning i England ikke formelt operationelt tænkende. [Shayer et al, 
1978] 
Op igennem de næste årtier arbejdede Michael Shayer, Philip Adey og Carolyn Yates med at 
designe undervisningsforløb som skulle støtte elever i 14-årsalderens til at opnå beherskelse af de 
højeste kognitive niveauer, både i fysik og i matematik - CASE og CAME. [Shayer og Adey, 1999] 
Mange videnskabelige artikler om virkningerne fulgte og en opsamling kan findes i Adey 1999 
Unesco rapport. Konklusionerne er at tænketræning virker, og det virker ikke kun i de 
naturvidenskabelige fag, men også i sprog. Tænketræningen giver ifølge ophavspersonerne et løft i 
det generelle kognitive niveau eller lidt mere skarpt trukket op, et løft i intelligens i g-faktor 
forstand, og dette tolkes som afgørende for at eleverne forstår avanceret matematik. [Adey et al 
2007]  
3.4.4 Danske tiltag: HOT fysik og matematik, Ta´ Fat 
I Danmark ramte bølgen i slut 90-erne hvor Poul V Thomsen og Jens Peder Holbech startede KUF 
projektet stærkt inspireret af CASE. Igennem en årrække blev der arbejdet på at teste danske 
gymnasieelever og udarbejde efteruddannelse af lærere i tænketræning af elever. Dette foregik 
både på grundskole og folkeskoleniveau. Forsøgsresultaterne fra Danmark ser ud til at stemme 
overens med forsøgsresultaterne fra England mht. elevers kognitive udvikling. [Limkilde 2004] 
I 2000-2001 lavedes en undersøgelse af 194 elever fordelt på otte forskelle matematikhold på 
handelsgymnasierne i Ringkøbing og Skjern. På figur 3 nedenfor er vist resultaterne for elever på 
hhx og resultaterne afviger ikke væsentlig fra tilsvarende tal for det almene gymnasium [Limkilde, 
2014] 
  
Figur 3. Figuren angiver andelen af elever, der mestrer de enkelte tænkeniveauer fordelt på tre årgange i hhx. Alle 
elever mestrer niveau 2B, mens kun 5 % mestrer niveau 3B. 
Når overvejelser om hvilke tænkeniveauer de danske gymnasieelever mestrer er interessant i 
forhold til matematikvejlederrollen, er det naturligvis fordi der kan være stor forskel på den 
situation, hvor en elev mestrer det nødvendige tænkeniveau, men løber ind i vanskeligheder på 
grund af en såkaldt snublesten, for eksempel en forkert indlært eller husket regnemetode og en 
situation hvor elevens vanskeligheder skyldes det vi kan kalde et curriculum-problem, altså det 
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fænomen, at eleven ikke mestrer det tænkeniveau, der er nødvendigt for at forstå 
gymnasiematematikken. I dette tilfælde vil det være andre metoder og strategier vi som 
matematikvejledere skal bruge. Tænketræning ligger umiddelbart udenfor rammerne af 
matematikvejlederens arbejde, men kan måske være værd at have med som værktøj, når vi skal 
fungere på skoler, hvor op i mod halvdelen af eleverne har store problemer med at forstå 
matematikken, mens økonomien sjældent er til at arbejde intensivt med mange elever. Mindre 
kan måske også gøre det og en af grundbøgerne til naturvidenskabeligt grundforløb inddrager 
netop tænketræning i et kapitel om variable og variabelkontrol [Christensen og Limkilde, 2007] 
3.4.6. Opsamling på unges kognitive udvikling. 
Som undervisere med efterhånden mange års erfaring kommer ovenstående skildringer af elevers 
kognitive vanskeligheder ikke som den store overraskelse. Måske at omfanget af danske 
gymnasieelever som er konkret-operationelle måske er så stort kan være nyt, men erfaringer fra 
fysiklokalets af det klassiske pendulforsøg har til stadighed givet os indikationer af at det stod 
mindre godt til med elevernes evner til at tænke formelt-operationelt. Som undervisere i fysik (2 
af os) er vi i vores læreplaner blevet gjort opmærksomme på en meget Piagets måde at lave 
karakterbedømmelse af eleverne på, hvor man arbejder med den såkaldte SOLO taksonomi [Biggs 
og Collis, 1982]. Denne taksonomi rangordner elevers udtalelser efter hvor abstrakte og 
sammensatte de er, hvilket vækker mindelser i forhold til Skemps 6-deling af den matematiske 
forståelse fra intuitiv-instrumentel til refleksiv-formel. At der ikke nødvendigvis er 
overensstemmelse mellem en elevs faktiske kognitive niveau, og deres evne til at udtrykke dette 
niveau er selvfølgelig oplagt, men som lærere kan vi ikke gøre meget andet når vi skal bedømme 
en elev end at se på deres ytringer af forskellig art. Som lærere er vi derfor godt klædt på til at 
genkende et ikke formel-operationelt niveau når vi hører/ser et! 
I diagnose og interventions sammenhænge har vi svært ved at komme uden om at skulle lede 
efter elevers nærmeste læringszone, men hvad gør vi hvis gabet mellem elevens kognitive niveau 
og det kognitive niveau der kræves for at indlære pensum er for stort, så vi ikke kan arbejde med 
pensum i elevens nærmeste læringszone?  
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4. Vejledningssituationen. 
Matematikvejledning indebærer en detektion af matematikvanskeligheder, en diagnosticering af 
vanskeligheders art og en intervention, der kan afhjælpe vanskelighederne. Både detektion og 
intervention vil typisk foregå i et samspil mellem vejleder og en enkelt eller flere elever. Det gør 
det nødvendigt at overveje, hvilken rolle man som vejleder har i de to situationer.      
4.1 Generelle overvejelser om forløb 
Inden vi gik i gang med at vejlede var det vores forventning at interventionen ville foregå 
tidsmæssigt adskilt fra diagnosticeringen, sådan at vi som vejledere først havde detekteret en 
vanskelighed i forbindelse med opgaveløsning og interview og derefter diagnosticere hvori 
vanskeligheden bestod. Først herefter ville vi følge en egentlig intervention, hvor vi mødtes med 
eleven på ny for at afhjælpe dem med den detekterede vanskelighed. I virkeligheden viste det sig 
ikke overraskende, at de enkelte vejledningselementer var mere overlappende end som så. I nogle 
tilfælde fulgte vores arbejde det ovenstående mønster, men i lige så mange tilfælde skete der det, 
at vi, mens vi og eleven var i gang med en intervention af en afdækket vanskelighed, detekterede 
en ny vanskelighed. På den måde kom de fleste af vores møder til at indeholde både detektions-, 
diagnosticerings- og interventionselementer. Når vi synes det er interessant at have med her, er 
det fordi det undervejs i vejledningsforløbet fik os til at overveje fordele og ulemper ved at 
intervenere umiddelbart når vanskeligheden blev detekteret i stedet for at vente til efter en 
egentlig diagnosticering. 
I flere tilfælde viste den umiddelbare diagnosticering sig ikke at holde. Vi fandt det i situationen 
bedst, at give dem redskaber til at løse de problemer vi havde set, med det samme. Eleverne tog 
imod hjælpen, og så ud til at forstå hvad de gjorde forkert. Det viste sig dog flere gange, at de 
lavede samme fejl ved efterfølgende vejledninger, og man kan spørge om det ville være bedre, 
hvis vi ikke havde interveneret med det samme. Dette taler for at strække dignosticeringen 
længere frem. 
På den anden side var det tydeligt for os, at eleverne var ekstra opmærksomme på at forstå 
hvordan det egentlig hang sammen, når de umiddelbart inden havde løst opgaver forkert og 
havde forstået, at den metode de gjorde brug af, fik dem et forkert sted hen (se senere om Piaget 
og ekstra opmærksomhed på læring ved akkomodation). Denne øgede opmærksomhed syntes vi 
det er vigtigt at tænke med. Samtidig oplevede vi at det især for en elev var meget vanskeligt at 
sætte sine løsningsmetoder i spil og få at vide, at de ikke var korrekte, hvis hun ikke forholdsvist 
hurtigt bagefter fik forklaret, hvad hun kunne gøre i stedet. Andre elever oplevede dog at det var 
godt at få lov til rigtigt at opdage, hvad det var, der var forkert og havde ikke som sådan noget 
problem med at interventionen først kom noget tid efter. Denne forskel mellem eleverne på 
hvordan de havde det med at blive vejledt fik os til yderligere at gennemtænke forholdet mellem 
lærer og elev i vejledningssituationen.  
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4.2. Generelle overvejelser om lærer- og elevrollen og den didaktiske kontrakt  
Med begrebet den didaktiske kontrakt forstås uudtalte aftaler om rollefordelinger, 
arbejdsmetoder og opgavetyper, der bygges op mellem en gruppe elever og deres lærer i et 
undervisningsforløb. Den didaktiske kontrakt fortæller altså eleverne, hvad der forventes af dem, 
og hvad de tilsvarende kan forvente fra læreren og omvendt. Den didaktiske kontrakt vil i sagens 
natur være forskellig fra klasse til klasse og fra lærer til lærer, ligesom den også vil være forskellig i 
forskellige fag. For den enkelte didaktiske kontrakt gælder, at den både vil indeholde elementer 
der er opstået eksternt, fra elevernes og lærernes tidligere erfaring med undervisning i det 
pågældende fag, og elementer, der er opstået internt, fra det der hidtil er foregået mellem denne 
lærer og denne klasse. [Blomhøj 1995],[Brousseau 1997] 
Den didaktiske kontrakt er især blevet tydelig for os to gange i arbejdet med dette projekt. Det 
første var i forbindelse med den indledende test af en klasse, hvor klassen ved gennemgangen af 
spørgsmålene fra professoren protesterede over spørgsmål som “for hvilke x gælder: 38 +
 72 =  38.” Enkelte elever havde løst spørgsmålet uden problemer, men en del elever, der 
havde klaret andre spørgsmål fint, mente at dette spørgsmål var snyd. Den didaktiske kontrakt 
eleverne havde “tegnet,” indebar altså at de kunne forvente af læreren, at når læreren bad dem 
svare hvilke x, så ville der være mindst et x de kunne finde frem. Deres opgave var så at finde dette 
x, ikke at overveje om der overhovedet ville være et. Dette fænomen vil det være vigtigt at tage 
højde for i et efterfølgende interview når vi screener elever ved hjælp af en række spørgsmål. 
Undlader de at give et svar de egentlig godt kender, kan det være fordi de ikke mener, at svaret er 
tilladt indenfor kontrakten. 
Den anden gang den didaktiske kontrakt blev tydelig var i selve vejledningssituationen. Især en af 
eleverne havde svært ved at turde løse opgaver uden løbende at kunne få svar på om hun var på 
rette vej. Denne bekræftelse er hun vant til at få fra lærer og kammerater i 
undervisningssituationen og hun opfatter det derfor muligvis som en del af den didaktiske 
kontrakt hun indgår i i forbindelse med matematikundervisning. Dette fænomen blev muligvis 
forværret af at vores vejledning foregik med elever fra vores egne klasser, samt at de elever, der 
blev valgt ud, blev valgt ud i forbindelse med en test (professorens spørgsmål) der blev foretaget i 
en af de skemalagte matematiktimer. Forskellen på undervisning og vejledning kan derfor have 
forekommet mindre tydelig end ved en senere mere officiel vejledningssituation. Men det 
understregede alligevel for os at det i arbejdet med nogle elever er vigtigt at gøre meget tydeligt 
opmærksom på, hvad detektionens formål er og hvilket arbejde, den indebærer. 
 
4.3 Detektion  
Detektionsfasen er som vi ser det den del af vejledningssituationen, der vil adskille sig mest fra 
den ordinære undervisning. Vejlederen skal i denne fase forsøge at afdække en manglende eller 
misforstået indlæring af noget matematik. Vejlederen må derfor i første omgang undlade at gribe 
ind, når han/hun oplever at en elev er på vej ad et forkert spor, da formålet netop ikke er at bringe 
eleven på rette spor, men at afdække hvor eleven er på vej hen og endnu vigtigere med hvilken 
begrundelse. Samtidig kræver det af eleven, at han/hun er i stand til at sidde med opgaver uden at 
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blive hjulpet på vej. Med andre ord skal eleven være parat til “at løbe line ud”, når de sidder med 
en svær opgave, og samtidig redegøre for hvilke tanker han/hun gør sig, selvom disse tanker 
muligvis er forkerte. Betragter vi detektionsfasen ud fra Piagets teori om kognitiv ligevægt [Schultz 
Larsen 1996] kan vi sige, at vi i detektionsfasen forsøger at fange eleven netop hvor elevens 
skemaer ikke stemmer overens med den erfaring eleven gør sig (at løse en opgave). Men i stedet 
for at lade eleven forsøge at genskabe ligevægt, sådan som Piaget mener vi konstant stræber 
efter, beder vi eleven forblive i uligevægt. For eleverne kan det derfor opleves ubehageligt at få 
deres hjerner ommøbleret også selvom vi har at gøre med en elev der er motiverede for at lære 
noget. Det er ubehageligt at blive stillet til regnskab for manglende viden og måske endda forkert 
viden. Sat på spidsen fortæller vi eleverne at de ikke har gjort det de burde have gjort, nemlig lært 
deres matematik. Dette problem skal tages særdeles seriøst når vi arbejder med 
interventionsdesign og udførsel. Hvordan skaber vi ideelt trygge læringsmiljøer, hvor eleverne tør 
åbne sig op for ny viden. I vores forløb har vi valgt at følge forskellige strategier i forhold til dette. 
Vi har valgt at afprøve forskellige interventionsforløb rettet mod forskellige elevgrupper, da der 
efter vores opfattelse vil være stor forskel på om man sidder i 3.g A-niveau og snart er færdig med 
uddannelsen eller om man er en 1.g C-niveau elev som først lige er startet og måske sidder med så 
mange nederlag og dårlige oplevelser fra grundskolen, at det tager tid og overtalelse før eleven tør 
begynde på tilegnelsen af nye matematikkompetencer.  
4.3.1 Elevernes egne refleksioner over variabelbegrebets udfordringer 
Inden vi går over til at se på vores “deduktive” forløb med eleverne, vil vi lige fortælle om 
elevernes egne refleksioner om udfordringer med variabel-opgaver. 
Vi forsøgte i en 3g med matematik på A-niveau, at lade eleverne selv diskutere hvad en variabel er 
og hvad det egentlig er der er svært ved variable. Eleverne skulle selv designe opgaver som de 
mente 1g’ere og 2g’ere ville have svært ved, samt forklare hvad det er de selv ser som 
udfordringer og faldgrupper i deres opgaver. Vi har udvalgt et par af opgaverne, da de fint 
illustrerer, hvad eleverne selv mener at er de største udfordringer med variable: 
a) 

∙
= ?  
“Udfordringen med opgaven er definitionen af . Selvom man kan potensregnereglerne, vil det 
volde problemer nu hvor resultatet bliver et tal opløftet i 0’te. Vi gætter på, at dette ville bliver 
forkortet til 0 i stedet for 1”. 
 
b) Hvad skal der gælde om a, for at ax - x er større end 2x? 
“Udfordringen med opgaven er at tekst skal oversættes til en ulighed, som så skal løses. Desuden 
er der to variable, a og x, og her er det a man skal finde. Det plejer at være x man skal finde. Der 
forekommer også et x i alle led i ligningen, hvilket kan volde problemer.” 
 
c)  ∙ 2 + 214 =  + 2 + 14 
“Udfordringen er, at der er blandet variable sammen med konstanter (her pi). Det vil forvirre 
mange. “ 
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d)  
   


  
   


  
 
“Udfordringen er dels, at der er brøker i brøkerne, men også at man får tallene opløftet i nulte når 
man reducerer i tæller og nævner. Vi tror at eleverne vil reducere både tæller og nævner til 0”. 
 
Det var en meget interessant proces med eleverne som gik voldsomt op i at lave opgaver som var 
svære. Det var sjovt at tænke på hvad de synes der var svært, og så se at det faktisk også var svært 
for mange af de elever som de spurgte. 
Vi synes det var specielt interessant, at det i de fleste tilfælde så ud til at være bogstavregning og 
basale regneregler som eleverne selv synes er svær ved de variable. I næste afsnit præsenteres 
resultaterne af semestres detektionstest, hvor det ses at eleverne havde ret i hvad der er svære 
opgaver med variable. 
 
4.3.2 Semesterets detektionstest og vores samlede resultater 
Som udgangspunkt for vores detektion af elever med vanskeligheder indenfor variabelforståelse 
benyttede vi semesterets detektionstest til at teste de tre klasser vi har i matematik (2p, 3a og 3x). 
Dette gav os en stor mængde rå-data at tage udgangspunkt i, og tilsyneladende mange mulige 
elever at arbejde videre med. 
På figur 4, 5 og 6 ses tre diagrammer som viser procentdelen af disse elevers rigtige svar i de 
forskellige spørgsmål.  
 
Figur 4: Diagram over de 22 elever i 3a’s procent % rigtige svar af de 57 opgaver 
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Figur 5: Diagram over de 30 elever i 3x’s procent % rigtige svar af de 57 opgaver 
 
 
Figur 6: Diagram over de 23 elever i 2p’s procent % rigtige svar af de 57 opgaver 
 
4.3.3 Er variabel-forståelsen relevant at undersøge i forhold til vores elever 
For at se hvordan de tre klassers samlede svar stemte overens med de spørgsmål vi på kurset i 
august havde udset til bedst at belyse problemer i forbindelse med variable (enten direkte eller 
indirekte), samlede vi de tre klassers resultat i samme diagram, og så på hvordan de samlet 
scorede i forhold til netop disse spørgsmål (se figur 7).10  
                                                          
10 Det drejede sig om spørgsmålene 3, 4, 6, 7, 12, 17, 18, 19, 25, 31, 32, 44, 55, 56, 57. 
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Figur 7: Diagram over alle de 75 elevers procent % rigtige svar af de 57 opgaver 
På tabellen over de samlede elevbesvarelser ses, at spørgsmål 9, 12, 18 og 57 skiller sig ud som de 
fire eneste spørgsmål der ligger med den lavere procent rigtige svar end 30 % De fire spørgsmål 
ses nedenfor: 
Spg 9 (25 %): En vare koster inklusive 25 % moms 150 kr. Hvor stor en procentdel af de 150 kr. 
udgør momsen? 
Spg 12 (19 %): Hvad er 
/

? 
Spg 18 (23 %): Findes der nogen værdier af b, således at 4b = 4+b? 
Spg 57(15 %): Hvad er 
 !"#
" !$#
? 
Det er interessant i forhold til vores problemstilling at de tre sidste af disse fire spørgsmål netop er 
spørgsmål der omhandler ”variable”. Det viser altså, at der for mange af eleverne kan være et 
problem med at forstå opgaver hvori der indgår variable. 
4.3.4 Udvælgelse af 6 elever til videre diagnositisering 
Da vi alle gerne ville træne at vejlede aftalte vi, at vi alle ville udvælge enkelte elever. Det skal lige 
gentages, at vi i forsøg på at anonymisere eleverne har valgt at udskifte både navne og køn på alle 
eleverne.  Nedenfor ses beskrevet hvilke udvælgelsestanker vi gjorde os i de forskellige klasser: 
Fra 2.p var der på forhånd en forventning om at syv til ni elever ville score lavt på 
detektionstesten. En del af disse elever udeblev på testdagen og de sidste scorede alle som 
forventet, det vil sige under 30 rigtige, heraf en kun 16 rigtige. Desuden var der tre elever, der 
scorede mellem 30 og 35 rigtige. Ingen af disse elever var på forhånd udset til at ville score lavt. 
Ved udvælgelsen af elever til vejledning blev tre af de elever, der scorede lavt valgt fra, da vi ikke 
mente at de ville lægge den nødvendige arbejdsindsats. En elev blev spurgt om han havde lyst til 
at deltage, men valgte selv fra. Af de to elever, der endte med at deltage var den ene en af dem 
der på forhånd var udset til at score lavt og havde fået 29 rigtige i testen, mens den anden var en 
middelelev, der også i testen havde scoret ”lavt middel” 32 rigtige.  
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Fra 3.x var der på forhånd en forventning om at 5-6 af eleverne ville score væsentlig dårligere end 
resten af den ellers dygtige klasse i detektionstesten. Det viste sig til dels at være korrekt spottet, 
idet alle de svage elever der var spottet, fik under 36 rigtige i testen. Der var herudover også fire 
ellers flittige middel piger med mindre end 36 point. To elever skilte sig dog ud i den dårlige ende - 
med hhv. 23 og 24 rigtige. Det var en af de svage og spottede drenge, og så overraskende nok en 
af de ellers meget flittige middel piger. Det blev de to elever som vi arbejdede videre med, altså en 
almindeligvis ret svag pige, Signe, og en flittig middel dreng, Carl. 
Fra 3a var der på forhånd forventninger om at 5 af eleverne ville score lavt og en særdeles lavt i 
detektionstesten. Efter vores vurdering er en lav score for en 3.g højniveau elev en score på under 
35 rigtige.  5 elever fik under 35 rigtige og 4 ud af 5 var de på forhånd udsete elever. En enkelt af 
de udsete elever overraskede positivt, mens en enkelt middel-elev overraskede negativt. Der var 
dermed 5 elever der skulle overvejes i forhold til intervention. 2 af eleverne vurderedes ikke ville 
lægge det arbejde i en interventionsproces vi ville have mens de tre resterende blev indkaldt til 
diagnosticeringssamtale.  
4.3.5 De udvalgte elevers detektion-test-resultater  
Testresultater for de udvalgte 6 elever samlet ses i diagrammet på figur 8: 
 
Figur 8: De 6 elever, Mette og Kira 3a, Signe og Carl 3x, Simon og Casper 2p’ s procent rigtige svar i de 57 opgaver 
 
På kurset i september spottede vi de spørgsmål, som vi bedst mente direkte eller indirekte 
omhandler variabelforståelse (spg 3, 4, 6, 7, 12, 17, 18, 19, 25, 31, 32, 44, 55, 56, 57).  
Også med dette udvalg af spørgsmål skilte vores seks elever sig ud, og det blev således disse elever 
som vi arbejdede videre med.  
 
På figur 9 ses hvor mange rigtige svar der var i variabelopgaverne fra vores 6 elever.  
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Figur 9: Vores seks elevers svar på de 15 ”variabel-udvalgte” spørgsmål fra detektionstesten 
For at dykke endnu mere ned i ”variabelopgaverne” valgte vi at dele spørgsmålene op efter om 
det var ”ren variabelforståelse” (altså at en variabel kan repræsentere et andet objekt) eller 
”regning med variable” der var det største problem. Det viste sig at være et rigtigt interessant valg. 
Vi grupperede spørgsmålene på følgende måde: 
Ren variabelforståelse 
• 3. Betyder  det samme som 2a? 
• 4. Er 3a = a3? 
• 7. Er -a positivt eller negativt eller kan det ikke afgøres 
• 17. Findes der nogen værdier af a, således at  = 2? 
• 18. Findes der nogle værdier af b, således at 4b = 4 + b 
• 31. Antal P og S i 6∙P=S 
• 32. Hvornår er de to udtryk a + b - c og a - b + c lig hinanden? 
Regning med variable: 
• 6. Hvad er 

%
 ∙ %

  
• 12. 
    /   

 
• 19. Om tallet k og s ved vi at 
&
'
∙ ( = ).  Isoler k 
• 25. Er x = 0 en løsning til 3x - x = 2x? 
• 44. Areal og omkreds med siderne s og 1/s 
• 55. Er 
$ 
$&
=  
&
? 
• 56. Er 
"#
%"#
= 
%
? 
• 57. Hvad er 
 !"#
" !$#
 . 
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Figur 10: Vores 6 elevers svar procent i forhold til ren variabelforståelse og regning med variable 
På figur 10 har vi fremstillet eleverne svar efter disse to kategorier, og her ses det tydeligt, at 
eleverne primært har problemer med regning med de variable, og ikke så meget den rene 
variabelforståelse.  
I den videre detektion lagde vi derfor ud med at se på opgaver med ”regning med variable”. I 
følgende afsnit vil vi forsøge at redegøre for nogle af de valg vi traf undervejs i vores vejledning af 
eleverne.  
4.4 Diagnostisering 
Diagnostiseringen fulgte nu to spor.  Det ene spor bestod af et diagnostiserende interview på cirka 
1 time med udgangspunkt i detektionstesten med de 3 elever i 3a. Det andet spor arbejdede med 
vejledning i en halv time ad gangen som fungerede både som yderligere diagnostisering men også 
som intervention (elever i 3x og 2p). Dette strakte sig over syv gange en halv time for eleverne i 3x 
og tre gange en halv time for eleverne i 2p.  
Vi vil nedenfor først beskrive de to diagnostiseringssamtaler med 3a eleverne (Nadya har vi 
sprunget over da samtalen ikke viste nogen systematiske misforståelser), og herefter forløbene 
med hhv. 3x og 2p. 
4.4.1 Diagnostiseringsinterview med Kira 
Kira fik 15 rigtige i sin detektionstest og vi ved, at hun er særdeles udfordret i matematik på mange 
fronter og har altid været det. Kira har haft hele sin skolegang på samme skole, så viden om 
hvordan hendes matematiske evner har udviklet sig op igennem grundskoleårene er kendt. 
Interviewet tager hele 70 min men til sidst er Kira meget træt og vi må hoppe lidt over af de sidste 
opgaver. Mange neddyk er af relevans for en diagnosticering af Kiras vanskeligheder, men vi vil 
dykke ned i nogen, der har relevans for variabelforståelsen. 
Spørgsmål 3 “Betyder a2 det samme som 2a”.  
Kira har svaret at a2 og 2a ikke er det samme, men ”hvis man differentierer er det det samme”. 
Interviewer (Dorte) spørger ind til hvad hun mener og hun skriver a2 og fortæller at 2-tallet skal 
ned foran og så får man - hun skriver “2a”. 
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Dorte spørger hende om en funktions differentierede er lig dens differentierede og hun svarer 
tøvende nej, men gentager at ”man får jo det samme”. 
Kira bliver lidt frustreret over ikke at kunne forklare hvad hun mener med “det samme”.  
Dorte spørger om hvilke dele af matematikken Kira tænker, på når hun ser dette spørgsmål, men 
det ved Kira ikke hvad hun skal svare på.  
Dorte spørger hvorfra hun får ideen til at differentiere, men Kira svarer ikke på spørgsmålet, men 
fortæller at: “det ikke det samme, men man kan komme fra det ene til det andet”.  Hun peger på 
sit papir hvor hun mener, at hun har differentieret. Hun kan dog ikke komme nærmere ind på, 
hvorfra hun får ideen med at differentiere, men for Kira er a2 og 2a helt klart bundet sammen via 
en differentiationsproces ligegyldigt om der står f(x)= , y = eller ej. Hun er med Skemps betegnelser 
på et intuitivt-operationelt niveau.  
Spørgsmål 7 - Er tallet -a positivt eller negativt eller kan det ikke afgøres.  
Her har Kira skrevet at tallet -a er negativt.  Dorte spørger ind til hvorfor hun mener dette ser hun 
helt mystificeret ud og peger på - tegnet.  
Dorte prøver i stedet at illustrere -a med -  og spørger om der er nogle regler for hvilke tal, der må 
være ind i kassen. Kira forstår ikke spørgsmålet, og Dorte må give hende et eksempel. Hvad med -
2? Kira svarer at -- giver +, og indser nu at hun ikke kan afgøre hvad fortegn tallet har. Hun er dog 
stadig lidt vred på opgaven og giver udtryk for at hun føler sig lidt snydt. ”Jeg vidste ikke at man 
måtte sætte negative tal ind”. Kira viser her at hendes variabelbegreb ikke er strukturelt mht. 
variabelkontrollen, ja faktisk knapt operationelt. Hun ved ikke hvilke talmængder hun må vælge 
fra. 
Spørgsmål 19 - Om tallene k og s ved vi at ⅘ k = s. Isoler k. 
Kira har svaret k =⅘ s 
Kira ved ikke hvorfor hun har skrevet, som hun har. Hun ved, at hun skal isolere og ved at det 
betyder, at der kun skal stå k på den ene side, men hvordan hun får ⅘ væk, ved hun ikke. Hun vil 
ikke ændre brøken selvom den står på den anden side, og har ingen metode til at angribe sådan et 
problem med. Kira har problemer med selv simple omformninger indenfor samme 
monofunktionelle register. 
Spørgsmål 22 - Hvad kan du med ord sige om sammenhængen mellem x og y når  =   +  5 
Kira har svaret at “man går  + 5 på ad y-aksen”. 
Dorte tegner et koordinatsystem og Kira indtegner hun punktet (0,5).  
Dorte spørger om x altid er nul, men Kira forstår ikke, hvad der spørger om. Dorte peger på grafen 
ved  = 2 Kira kommer frem til at så kommer vi op på  = 7. 
Efter lidt diskussion frem og tilbage kommer Kira næsten selv frem til at formulere at y er 5 større 
end x. 
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Kira har hoppet alle reduktionerne over og kun 53 har hun svaret rigtig på af de spørgsmål, hvor 
der indgår ubekendte i brøker.  
Mange ting er bekymrende i Kiras prøve og i samtalen fremgår det meget tydeligt, at Kira har rigtig 
svært ved 1. at forstå semiotikken, 2. forstå den matematiske diskurs selv oversat så godt som 
muligt til almindeligt sprog. 3. kommunikerer hvad det er hun mener om og igennem 
matematikkens sprog.  
Kira er en flittig og meget ihærdig. Hun læser lektier og regner hjemmeopgaver så godt hun kan, 
men indsatsen ser ikke rigtig ud til at nytte noget. Hun er ikke decideret talblind ej heller ordblind, 
men semiotikblind vil måske være en passende diagnose.  
Kira udviser klare tegn på at hendes kognitive udvikling er gået i stå på et konkret-operationelt 
niveau. Som den søde og pligtopfyldende unge kvinde hun er, har hun været flittig nok til at lære 
nok uden ad, så hun med ren mønstergenkendelse kan svare rigtig på en del opgaver selv i A-
niveau matematik. Det kan være at dette lykkes for hende også til eksamen, men laver hun en 
forkert aflæsning af mønsteret, så har hun intet sikkerhedsnet i form af forståelse.  Hun har et 
særdeles svagt variabelbegreb, lighedstegnet er i bedste fald instrumentelt, hendes talbegreb er 
så svagt, at hun tit ignorerer negative tal og regneteknisk tæller hun stadig på fingrene, når hun 
skal lægge tal sammen, hvilket igen tyder på at hun aldrig er nået et 3a-niveau rent Piagetsk. Set 
igennem kompetencetænkningen har Kira derfor rigtig mange udfordringer. Specielt symbol og 
formalismekompetencen er meget svag hos Kira hvilket hindrer rigtig meget af kommunikationen. 
I arbejdet med Kira har vi selvfølgelig prøvet at ramme hendes nærmeste læringszone, men når en 
konkret-operationel forståelse og særdeles mangelfulde matematiske kompetencer parres med 
det pensum vi arbejder med i gymnasiet har det været rigtig svært at ramme noget vi kan bygge 
på som hun forstår selv i samtale med os. Arbejder vi med for konkrete artefakter bliver Kira ked 
af det og føler vi taler “barnligt” til hende - hvilket vi jo på sæt og vis også gør, da konkrete 
artefakter omhandlende talforståelsen specielt hører til 4-5 klasse senest. Dilemmaerne er mange 
i arbejdet med Kira og udfordringerne mange. 
4.4.2 Diagnostiseringsinterview med Mette 
Mette har 31 rigtige i testen, og dette var forventeligt da Mette har svært ved den basale 
matematik. Hun skiftede skole fra Schweiz til USA i 4-5 klasse og mistede i flytningen en del 
matematik og blev her kørt bag om dansen. Hun er aldrig siden kommet op på omgangshøjde med 
sine klassekammerater.  Matematik er det eneste fag hvor hun er svag.  
Mette´ test viser med mange spørgsmålstegn indsat mange steder, at hun er meget usikker på sine 
svar. Vi vælger at dykke ned i brøkregningen først, da det sammen med ligningerne (og dermed 
også den algebraiske omgang med variable) er her Mette har mange vanskeligheder. 
Spørgsmål 6: Hvad er 

%
∙ %

? 
Mette har foreslået, at man skal gange over kors på udtrykket, men er langt fra sikker. Hun har 
intet bud på hvad man ellers skal gøre.  
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Dorte fortæller at man ganger over kors hvis man har en ligning, men Mette ser ikke helt 
overbevist ud - hun er IKKE gode venner med brøker. 
Dorte viser hende, at når brøker ganges sammen skal tæller ganges med tæller og nævner ganges 
med nævner. 
Dorte spørger om man kan gøre noget lovligt ved tæller og nævner så de kommer til at ligne 
hinanden, men det er først når der kommer tal på banen (hvad er 2*3 også lig med?) at hun klarer 
omskrivningen af tælleren til , ∙ . Nu ser hun straks at det jo blot bliver et 1-tal. Her popper 
Mettes manglende instrumentelle kunnen op. Hun kan ikke foretage passende omformninger, 
men hun ser straks, når omformningerne er sket hvad resultatet er. 
Spørgsmål 18. Findes der nogen værdier af b, således at 4, = 4 + ,? 
Mette mener ikke at dette kan løses. Dorte beder hende uddybe svaret, men hun ved ikke hvad 
hun skal svare.  
Dorte henleder hendes opmærksomhed på opgave 5 og hun medgiver at det er dette svar, der 
påvirkede hende til at svare som hun gjorde “Det var jo det samme jeg blev spurgt om”. Hun tror 
altså at hun bliver spurgt om 4b er det samme som 4+b og ikke hvilke tal der gør at ligevægten 4b 
og 4+b er til stede.  
Dorte omskriver nu ligningen til at være i x og så løser Mette ligningen uden problemer ved at 
isolere. 
Spørgsmål 55: Er 
$ 
$&
=  
&
? 
Her har Mette svaret ja, selvom hun har svaret måske nej på 53. Hun har ingen metode til at 
afgøre korrektheden af udsagnet.  
Dorte foreslår at prøve med tal, og hun kan straks se at det ikke er det samme. Den kognitive 
konflikt er her et meget enkelt værktøj for Mette.  
Som samlet diagnose for Mette kan vi sige, at Mette bliver forvirret af ubekendte. De er så 
distraherende, at hun glemmer at hun godt kan regne med tal. Hun har ingen værktøjer til at 
håndtere brøker og hun er lidt bange for nul. Hendes talbegrebsforståelse er ikke solid da opgaver 
med tal på tallinjer eller decimaler giver problemer. 
Mette er klart formelt-operationelt tænkende, men dog uden at dette har konkretiseret sig i et 
strukturelt variabelbegreb. Hun har ingen vanskeligheder ved at opbygge abstrakte argumenter. 
Hun kan holde en variabel fast når vi i tale beder hende om det. Hun varierer andre variable i 
sammenhængen uden problemer når hun først har fået problemstillingen skiftet til et 
multifunktionelt semiotisk register, så hendes problem er at hendes instrumentelle forståelse er 
særdeles ringe. Hun har opnået det højeste kognitive niveau, men hendes værktøjer er ikke fulgt 
med, så hendes aktionsradius er meget begrænset.  
Mette´s nærmeste læringszone er nemmere at arbejde i for os end Kiras da Mette i princippet har 
rigtig god kommunikationskompetence så hun fanger meget hurtigt ideen i de teknikkerne vi viser 
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hende, men problemet er at tilegnelsen af rutine i forhold til at anvende disse teknikker tager 
meget lang tid, så den instrumentel forståelse kan ikke komme ved et trylleslag. 
Mette brækkede næsen midtvejs i vores forløb og har været temmelig meget væk pga. 
sygehusbesøg og smertebehandling, og vi tror at det delvis er derfor hun ikke er kommet længere 
og tester bedre i sin afslutningstest.  
4.4.3 Diagnostiseringsforløb med Signe og Carl samt Casper og 
Simon 
Vejledning uge 1 (9/10 2014): 
Vi tog udgangspunkt i den detektionstest udarbejdet af Mogens 
Niss, som eleverne var blevet udvalgt ud fra. Her tog vi fat i 
opgave 6, 12, 16 som omhandler brøker med variable, og som 
alle eleverne havde svært ved. Derudover havde vi kreeret et par 
opgaver (ligninger og uligheder) med bogstaver, som skulle vise 
os om de kan de basale regneregler og om de kan se hvad der 
sker hvis én af de variable ændre størrelse.  
Vi snakkede med dem om ”at sætte tal ind og gøre prøve”, f.eks. 
½∙½, og eleverne så fidusen. De blev gjort opmærksomme på 
brøkregnereglen med at division med en brøk svarer til at ”gange 
med den omvendte”. 
I forbindelse med opgaverne med ligninger som vi selv havde 
lavet fik vi lejlighed til at snakke med dem om nulreglen i 
forbindelse med løsning af ligninger. 
Vejledning uge 2 (d 22/10 2014): 
Til denne vejledning var elever fra 2g og 3g tilstede samtidig.  
Først og fremmest havde vi bedt eleverne om at lave et 
”mindmap” over begrebet ”variable”. Dette snakkede vi lidt 
om, men det var lidt svært da eleverne var fra forskellige 
klassetrin, og derfor havde meget forskellig baggrund. Vi gik 
derfor hurtigt videre til brøkregneregler, da vi sidste gang 
brugte meget tid på brøkregneregler med variable. Vi havde nu 
lavet to bogstav brøker der skulle ganges sammen, og to 
bogstavbrøker der skulle divideres med hinanden.  
Eleverne der sidste gang havde arbejdet med brøker, kunne 
huske de regneregler vi snakkede om sidst, og kom derfor 
relativt let igennem opgaverne. De elever der ikke havde fået 
detektion 1 startede derfor med ikke at vide hvad de skulle 
gøre. Eleverne lavede en del fejl, men igen ”satte vi tal ind” for 
Opgaver vejledning I (d. 9/10 2014) 
6, 12, 16 fra test…  
6) 

%
∙ %

    12) 
/

     16) 


 
Nye opgaver: 
1) Hvad bliver a når x=1 i følgende ligning?   
 −  = 0 
2) Hvis a < 0 og b < 0, hvad kan du så sige om  
a) a∙b 
b) a i forhold til b 
c) a/b 
3) Hvis a > 0, hvad kan man da sige om a2 - a? 
a) Hvis a = 2 
b) Hvis a = 1 
c) Hvis a = ½ 
 
Opgaver Vejledning II (d. 22/10 2014) 
Mindmap 
1) Udregn udtrykkene:  
   
/

∙ 

/
  ,    
/

∶ 
/
   
Opgaver Vejledning IIIa (d. 29/10 2014) 
1) Hvis a < 0 og b < 0, hvad kan du så sige om  
a∙b, a i forhold til b, a/b, a + b, a - b 
2) Hvis a < b, hvad kan du så sige om  
a∙b, a i forhold til b, a/b, a + b, a - b 
3) Det gælder, at a = b - 4 
Hvad er b, hvis a = 6 
Hvad er a, hvis b = 6 
Hvis b er negativ, hvad gælder så om fortegnet 
for a 
Hvad kan man med ord sige om 
sammenhængen mellem a og b? 
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at finde frem til reglerne. Elevernes konklusion var, at de ikke mente det var bogstaverne i 
udtrykkene der var svære, men mere at de ikke kunne huske regnereglerne for brøker. 
Da vejledningen d. 22.10 viste os at fire elever på 
forskelligt niveau var for mange at vejlede samtidig valgte 
vi at vejlede de forskellige klassetrin af elever hver for sig 
fremover, Derfor findes både vejledning 3 og 3a som ligner 
hinanden - men er med forskellige elever. 
Vejledning uge 3a(d. 29/10 2014) 
Eleverne fra 3x har kigget på de første opgaver hjemme, 
som er bogstavuligheder. De synes opgaverne var svære 
f.eks. fordi vi har valgt ”a i forhold til b”, og eleverne ikke 
er sikre på om vi mener divideret eller bare om den ene er 
større end den anden. En elev siger hurtigt, at det er 
lettest at se ved at sætte tal ind lige som sidste gang.  
I forbindelse med noget forvirring i opgaverne med a/b, 
bliver eleverne bedt om at sætte brøker ind som a og b. Nu 
viser det sig igen, at eleverne ikke kan dividere med en 
brøk rigtigt - selvom de sidste gang lykkedes med det. Det 
viste sig, at eleverne i folkeskolen har lært at ”gange over 
kors”; og at de hovedløst ganger over kort hver gang de ser 
to brøker ved siden af hinanden. Dette var årsag til fejl i stort set alle brøk opgaver kigger på 
opgaver med - og det er derfor mere held end forstand når det er gået godt undervejs. VI får en 
lang snak om brøk-regneregler og ”hvorfor ”man operationelt kan ”gange over kors” når man 
arbejder med ligninger. VI snakker desuden om at man altid kan skrive et tal som en brøk a = a/1, 
og så på den måde bruge de samme brøk gange brøk og brøk divideret med brøk regneregler.  
Vi når også at snakke om alle de spørgsmål der ”ikke har et svar”, og eleverne er enige om gør 
opgaverne meget forvirrende og svære. Man forventer at der er en løsning, og når der ikke er, så 
bliver man usikker. 
Vejledning uge 3 b (30/10 2014)  
Ved denne vejledning med 2p’erne fulgte vi kort op på de brøkregneregler vi havde talt om sidst 
og stillede nye spørgsmål, nogle svarende til de spørgsmål 3.g-eleverne havde arbejdet med dagen 
før. Spørgsmål 3 var designet for at detektere i hvor høj grad eleverne selv kunne opstille formler 
med variable.  
Eleverne havde tydeligst sværest ved spørgsmål 3 og det var efterfølgende svært at sige, om 
vanskeligheden lå mest i opgaveformuleringen (de er vant til at blive bedt om at opstille modeller, 
ikke skrive på formel), eller om den lå i kravet om treatment mellem talesprog og matematik samt 
evnen til at anvende variable til problemløsning. Det sidste, som kan ses som Mithcelmore-Whites 
applikation ville vi teste igen ved næste vejledning.  
Opgaver Vejledning IIIb (d. 30/10 2014) 
1) Hvis a < 0 og b < 0, hvad kan du så sige om 
a∙b, a i forhold til b, a/b, a + b, a - b 
Hvis a < b, hvad kan du så sige om  a∙b, a i 
forhold til b, a/b, a + b, a - b 
 
2) Det gælder, at a = b - 4 
Hvad er b, hvis a = 6 
Hvad er a, hvis b = 6 
Hvis b er negativ, hvad gælder så om 
fortegnet for a 
Hvad kan man med ord sige om 
sammenhængen mellem a og b?   
3) Omskriv følgende udsagn til formel: 
a) Der er altid dobbelt så mange appelsiner 
som æbler i kurven 
b) Prisen er 3 kr per kartoffel, og posen de er i 
koster 1 kr. 
c) Den ene katete har længden x, og den er 
tre gange så lang som den anden katete. 
Hvor lang er hypotenusen. 
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Eleverne havde begge umiddelbart lettest ved 3.b), mens 3.a) forekom dem helt umulig. Det var 
også påfaldende at den ene elev brugte forskellig notation ved a) og b). Ved a) skrev hun 1 =
 ∙ 2 + ,, mens hun ved b) skrev 1 = 3 ∙  + 1. 
Til spørgsmålet om hvorfor hun valgte at bruge f(x) og x i besvarelsen af b) og a og b i besvarelsen 
af a) svarede hun ”fordi æbler og appelsiner.” Hun kunne ikke forklare hvorfor hun så ikke brugte k 
og p for kartofler og pose og havde heller ikke nogen kommentarer til at hun havde et f(x) på 
venstresiden, men intet x på højresiden. Samtidig gav hun udtryk for at 3.a) var særlig vanskelig 
p.g.a. af ordet dobbelt. ”Betyder det 2?”  
Spørgsmål 3.b) er mere lig de modelopgaver eleverne kender fra de skriftlige opgaver og elevernes 
svar kan tyde på en vis grad af instrumentel forståelse af denne type opgaver. I samtalen omkring 
dette gav eleverne i øvrigt udtryk for at de altid havde troet at det var tallene, der var de variable i 
opgaver som: 
En type vare koster 45 kr. pr. styk og forsendelsen koster 100 kr. Indsæt passende variable og 
opstil en model for prisen for forsendelse af x antal varer.  
Eleverne forklarede deres opfattelse med, at det de følte de satte ind, netop var tallene, for x og 
f(x) vidste de jo allerede, hvor skulle stå.    
Ved de næste vejledninger udeblev 2g-eleverne og da de efterfølgende blev spurgt hvorfor, gav de 
udtryk for at det var meget ubehageligt dels ”at sidde og skulle løse opgaverne sådan lige med det 
samme” og dels ”at skulle prøve helt selv og slet ikke må spørge”. Vi tænker at det var selve 
detektionen, der virkede stressende på især den ene elev, der til daglig klarer undervisningen ved 
hjælp af en stor arbejdsindsats og en vis grad af instrumentel læring. Vi fik dog en sidste vejledning 
i stand med 2g’erne om differentialregning som var det emne de arbejdede med i den almindelige 
undervisning. Denne vejledning ses beskrevet i vejledningen i uge 7. 
Vejledning uge 4 (6/11 2014) 
På baggrund af sidste 3g vejledning med massive 
brøkproblemer, er vi tilbage med brøkopgaver. Vi har valgt at 
lave ligninger og reduktioner ”blandet sammen” for at få dem 
til at orientere sig om hvad det er for en type opgave. Det 
viser sig som det første problem - der står ikke hvad man skal 
finde i første opgave. VI får sammen snakket om forskel på 
ligning og reduktion, og eleverne genkender hurtigt hvad der 
er hvad.  Opgave 2 løses meget hurtigt af alle elever.  
Problemet i opgave 1 er nu, at der er x’er på begge sider. Vi springer til opgave 3, og snakker om 
”ligninger” og hvorfor man forlænger med nævneren. Parallel er dog svær for eleverne at bruge i 
de andre opgaver. Vi får dog omskrevet ligning 1) til 5x = 12x, og eleverne er sikre på at der ikke 
her er nogen løsning. Først da læreren påstår at der er en, finder den ene løsningen x = 0. 
Konklusionen på denne vejledning er, at brøker i reduktioner er fint, men ligningerne skal der 
arbejdes mere med. 
Opgaver Vejledning IV (d. 6/11 2014) 
1) 
!
&
=  !
'
         
2)  
2
3
 ∙  2
3
        
3) 
4
5
= 6
4
          
4) 
7
45
= 4
&
∶ '
5
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Vejledning uge 5 (13/11 2014) 
Flere ligninger og reduktioner med brøker til 3g’erne - nu 
udvidet til brøker i brøker. Elever er i tvivl om det er de 
samme regneregler der gælder i nævneren, som i 
almindelige brøker. Det bliver vi enige om at det er, og så går 
det fint med opgave 1. Eleverne kaster sig ud i opgave to, 
men ser ikke at det ikke er en ligning. Hmm. I deres 
reduktioner får de skrevet = og så ligner det jo en ligning! Nu 
går det fint med disse opgaver. 
Fordi vores projekt jo handler om variable har vi besluttet at 
det er vigtigt med tekst til formel opgaver, og vi springer 
derfor videre fra brøkopgaverne og kaster os over nogle 
tekstopgaver. 
Første diskussion går på hvilke bogstaver man kan bruge i en 
ligning. Bliver enige om at æ og a er smart, så man ved hvad 
der er hvad. NU skriver begge elever opgaverne op - men 
forskelligt. En skriver 2æ=a og en skriver 2a=æ. Det er 
tydeligt at den ene elev ikke ser æ som et antal æbler, men 
ser de 2æ som antallet af æbler. Ellers går det ok med at få 
skrevet ligninger op for tekstopgaverne. 
Den sidste opgave med grafen går også overraskende godt, efter at eleverne har fundet ud af at 
man kan opfatte f(x) = k som en vandret linje med værdien k. 
 
Vejledning uge 6 (19/11 2014) 
Endnu flere brøkopgaver til 3g’erne  i vejledningen, da 
tekstopgaverne umiddelbart ikke var så svære. Først opgave 
er allerede svær. Hvad skal vi finde? Eleven har tydeligvis slet 
ikke set at det ikke er en ligning, men en reduktionsopgave.  
Vi skal dividere med et produkt, og det viser sig stadig at 
være svært. Får snakke om at skrive pq/1, og så bruge den 
regel vi kan huske fra starten ”dividere med en brøk svarer til 
at gange med den omvendte”. Det virker, og opgaven bliver 
langsom og usikkert løst. 
Vi springer til opgave 2, nu er eleverne klar over at de skal kigge efter om det er en ligning, og det 
ses straks. En elev vælger at finde h, den anden t. Eleven der skal finde h havner i problemer, da 
Opgaver Vejledning V (d. 13/11 2014) 
1) 
2
3	∙	8
9
 : 
2) 
2
3	∙	8
9
	 ∙ : 
3) Omskriv følgende tekst til ligning 
a) Opstil en ligning der beskriver, at der 
altid købes dobbelt så mange appelsiner 
som æbler 
b) Prisen er 3 kr per æble, og posen de er i 
koster 1 kr. Opstil en ligning for pris ved 
køb af n æbler. 
c) Prisen er 2 kr per appelsin og posen 
koster stadig 1 kr. Opstil en ligning for 
pris af appelsiner ved køb af n æbler. 
4) Figuren viser funktionen f(x). Lad k være 
en variabel. 
a) Hvad skal der gælde om k for at 
ligningen f(x)=k har netop 1 løsning? 
b) Hvor mange løsninger kan ligningen 
f(x)=k have? 
 
 
 
Opgaver: vejledning VI (19/11 2014) 
1)  ;/<
2
: > ∙ ?)	 
2) &
@
 2
@
		
3) &
@
 2
&@
		
4) #

 0	
5) Hvilke variable er på følgende billede:
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h’erne jo går ud. Finder dog ved lærerhjælp frem til, at t = 4 og h forskellig fra 0 da man ikke må 
dividere med 0.  
Opgave 3 løses hurtigt - idet begge elever regner ud at t = 8! Vi sætter tal ind og ser det ikke 
passer, og det tager lidt tid før det ses, at det er fordi 4∙4 = 16 ☺.  
Opgave 4 fås til hhv. c = 1 og c = 0. Begge elever kan se at hinandens svar er forkerte - sjovt at de 
her kan hjælpe hinanden - men ikke sig selv. Først da vi ”løser ligningen på vanlig vis” og ser at det 
ikke kan lade sig gøre, forstår eleverne problemet 
VI når lige en opgave om ”at finde variable” - hvilket de begge klarer ganske fint 
Vejledning uge 7 (d. 27.11) 
De to 2.g elevers forløb var blevet afbrudt ret abrupt, men da vi gerne ville have en eller anden 
form for afslutning både for dem og for os, bad vi dem komme til en sidste vejledning, hvor vi 
kunne beskæftige os med noget af det de også kæmpede med i timerne. Det syntes de gav mere 
mening og vi blev enige om at se på brug af variable i tretrinsreglen. Det gav os samtidig mulighed 
for at detektere hvorfor det kan være så vanskeligt at sætte ind i tretrinsregel. 
Svarene viste, at eleverne havde svært ved x-værdier med flere end et led og derfor var tilbøjelige 
til kun at kvadrere  og så sætte ∆ ind bagefter. Vi vil 
nedenfor gå i dybden med dette og derfor ikke se mere på 
det her. Spørgsmål 4 og 5 var taget med for at yderligere at 
detektere de vanskeligheder vi sidst så eleverne have med at 
anvende variable som redskab. Vi havde talt om at en 
fuldstændig reificering af variabelbegrebet krævede at elever 
både kunne regne med variable, når de allerede stod i 
opgaver samt selv bruge dem som redskaber ved 
opgaveløsning og bevisførelse, svarende til det trin af 
matematikforståelsen som Mithcelmore og White beskriver 
som applikationen. I opgave 4 skal eleverne genkende hvad 
det er i teksten, der kan variere (formuerne) og vælge at lade 
dette repræsentere ved en variabel de så kan regne videre 
på. I opgave 5 skal de igen finde det element, der kan variere 
(sidelængden) og lade denne repræsentere ved x. Begge 
opgaverne var helt uløselige for eleverne. De havde ingen idé 
om hvordan opgaverne kunne gribes an, hvilket tyder på 
både vanskeligheder ved treatment og en ikke-reificeret 
variabelforståelse. 
 
  
Opgaver Vejledning VII (d. 27/11 2014) 
1)Find y-værdien, når funktionen hedder 
1)  − + 3 og x-værdien er: 
  1)   
  2)   + ∆ 
2) Find y-værdien, når funktionen hedder 
1)   + 3 − 2 og x-værdien er: 
1)  
2)  + ∆ 
3)Find y-værdien, når funktionen hedder 
1)  
!
+ 2 og x-værdien er: 
1)  
2)  + ∆ 
4) Hvis Brian giver Claus 150 kr. har de lige 
mange penge. Hvis Claus giver Brian 200 kr. har 
Brian dobbelt så mange penge som Claus. 
Hvor meget har de hver især? 
5) Et hønsehus har sidelængderne 2m og 3 m. 
(eleverne havde en figur). Ejeren ønsker en 
indhegning foran hønsehuset. Han har 50 m. 
hønsetråd til indhegningen. Hvordan skal han 
placere hønsetråden, så hønsegården får det 
størst mulige areal? 
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4.5 Reflektioner over udvalgte diagnostiseringsepisoder 
Vi vil i det følgende gå i dybden med et eksempel på en diagnosticering af en algebraisk 
vanskelighed, vi fandt særlig interessant, fordi den både ledte frem til detektionen af en 
snublesten og samtidig viste os, at vi var for hurtige til at diagnosticere en vanskelighed. Vi vil 
derudover eksemplificere et par diagnosticerede vanskeligheder omkring variabelforståelsen samt 
nogle rene ligningsproblemer, dog uden at gå helt så meget i dybden med disse. 
 
4.5.1 Den aritmetiske snublesten: “At gange over kors.” 
Detektionstestens resultater af spørgsmål 6 viste at vi havde en relativt stor gruppe af elever som 
havde problemer med at finde produktet af to brøker. I vores videre detektion af dette opdagede 
vi for det første, at eleverne valgte samme metode hvad enten de skulle finde produktet af eller 
kvotienten mellem to brøker, og for det andet at de ikke skelnede mellem at ”gange med den 
omvendte” og ”gange over kors”.  
Følgende uddrag og opsummering af interview er fra henholdsvis første og tredje vejledning af to 
elever (Carl og Signe) fra 3.x.  
 
I detektionstesten havde eleverne løst opgave 6 på følgende måde: 

%
∙ %

= 

%
 
 
Ved den første vejledning forklarede de, at de havde fået resultatet ved at gange a med a og b 
med b. Vi spurgte dem om de uden at regne kunne sige hvad ½ gange ½ ville blive. Da vi uddybede 
det til spørgsmålet om hvad de ville have, hvis de havde en halv, en halv gang, kunne Carl efter 
noget overvejelse nå frem til at det måtte blive en fjerdedel. 
Vi skrev derefter 
#

 ∙ #

 på et papir og bad dem løse opgaven. 
Carl løste til  
#

∙ 
#
=  

= 1. 
Vi spurgte ham hvordan det passede med hvad han selv lige havde sagt ½ gange ½ ville være og 
Carl konstaterede at han havde fået to forskellige resultater. 
 
Herefter bad vi begge dividere en brøk med en brøk. Det viste sig at de valgte samme metode ved 
division som ved multiplikation. Da vi spurgte om det ikke var samme metode de havde brugt, da 
de gangede de to brøker med hinanden, kunne de begge se at der nok var noget galt. Da vi talte 
med dem om hvorfor de valgte at gange med den omvendte11 ved begge operationer, fortalte de 
at det skulle man, når man regnede med brøker. Vi fortalte dem, at det kun var ved division man 
skulle gange med den omvendte. Vi valgte altså her at intervenere på stedet, ud fra en fælles 
uudtalt diagnose “eleverne havde overgenereliseret reglen om at ”gange med den omvendte,” så 
de gjorde det både ved division og ved multiplikation.” Denne diagnose viste sig senere ikke at 
være korrekt, hvilket er en central pointe fra disse interviewer.12  
 
                                                          
11 Her skal det bemærkes at det er os (Stine og Anne) der siger at de ”ganger med den omvendte.” Det mener vi at 
kunne udlede fra de udregninger eleverne har lavet, der netop viser, at den anden brøk er vendt om.  
12 Dette medførte en del overvejelser omkring hvor tidligt i et vejledningsforløb vi som vejledere kan tillade os at 
mene, at vi har afdækket elevens ”snublesten.” 
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Ved det næste vejledningsmøde fandt eleverne uden vanskeligheder kvotienten mellem brøker og 
vi (vejlederne) blev derfor bekræftet i at vi med held havde både detekteret og udryddet en 
snublesten. Men ved tredje vejledningsmødet dukkede vanskelighederne op igen. Da eleverne i 
forbindelse med opgaverne omkring ”a i forhold til b”13 blev bedt om at sætte brøker ind som a og 
b, viste det sig at de stadigt havde problemer med at finde kvotienten mellem to brøker.  
 
Vi skriver derfor på papir opgaven:    
1
4
1
2
 
  
Carl foreslår først løsningen: 
1
4
1
2
=
1
2
∙
4
1
= 2 
Umiddelbart efter skriver han:   
1
4
1
2
=
1
4
:
1
2
=
1 ∙ 2
4 ∙ 1
=
2
4
=
1
2
 
Carl: Hvordan kan man vide hvad det skal være? 
Stine (interviewer): Hvad tror du selv er det rigtige? 
Både Carl og Signe forsøger at løse det. Ingen bruger regnereglerne fra sidste gang (at gange med 
den omvendte). Stine henviser til en opgave fra tidligere, som begge har løst korrekt: 
21

∶

1
 
Stine spørger om det er lige meget hvilken brøk, der er den omvendte og Carl svarer nej. Carl 
begrunder med at 2 jo ikke er det samme som ½. Signe spørger hvordan man kan vide hvilken vej 
man skal gange over kors. Hun vender tilbage til opgaven fra før: 
21

∶

1
 
og sætter nu streger fra tæller til nævner begge veje, så hun ender med at tegne et kryds. Hun 
konstaterer tøvende at det giver forskelligt resultat alt efter hvilken vej hun ganger over kors. 
/

 eller 

/
. 
 
Stine spørger hvorfor hun vil gange over kors. 
Signe: Det er sådan jeg gør, når jeg skal gange med den omvendte. 
Carl: Det gør jeg også. 
Vi taler lidt om hvorvidt det er det samme at gange over kors som at dele med den omvendte. 
Signe: Jeg plejer bare at gange over kors. 
Her vælger Stine så at intervenere, idet hun svarer: Det er når der er et lighedstegn i mellem at 
man kan gøre det. 
Signe: Nå. Jeg kunne bare huske at det var sådan vi lærte det i folkeskolen. 
                                                          
13 Se vejledning 3 s. 37 
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Carl: Det er rigtigt. Der gangede vi altid over kors. 
Anne (interviewer): Det er kun når I løser ligninger, når der er lighedstegn i mellem, at I ganger 
over kors. 
 
Da vi efterfølgende så tilbage på interviewet d. 22.10 hvor også elever fra 2p deltog, kunne vi se, 
at også 2p-eleverne formentligt har brugt samme metode. På det tidspunkt havde vi dog endnu 
ikke overvejet, at det var det, det skete. I dette korte uddrag af interviewet 22.10 er Casper og 
Simon ved at løse opgaven: 
1

∙

1
 
 
Da de ikke kan komme i gang får de opgaven 
2
3
∙
3
2
 
 
Dette hjælper dem ikke, hvilket blandt andet tyder på, at det ikke er bogstavregningen (det er 
simpelthen tal og regning med tal - altså aritmetikken) der grundlæggende giver vanskeligheder.  
Casper: ”Det forvirrer, når det er i anden. Skal man gange over kryds eller lige over.” 
 
Caspers bemærkning tyder på at han overvejer om han skal bruge metoden ”gange over kors.”14 Vi 
havde på det tidspunkt som sagt endnu ikke overvejet, at eleverne gangede over kors, så vi 
tolkede hans udtalelse som at han ville gange med den omvendte. Efter at have set Signe og Carl 
bruge de to metoder som den samme, kan det overvejes om Caspers udtryk her, ikke er et udtryk 
for samme over generalisering. 
 
Efterfølgende diagnosticerer vi at eleverne har overgeneraliseret regnemetoden “gange over 
kors,” til at gælde hver gang de ser udtryk, hvor to brøker står ved siden af hinanden. Yderligere 
mener de, at de gør det samme når de ganger med den omvendte som når de ganger over kors. 
Eleverne har altså en forholdsvis klar algoritme for hvad de skal foretage sig i opgaver med to 
brøker. Forklaret ved hjælp af Skemps delta 1 og delta 2 model, har eleverne et delta 1 skema, der 
fortæller dem, hvad de skal stille op med brøker, og der har endnu ikke været grund til at delta 2 
skemaet har fået eleverne til at overveje en anden fremgangsmåde i arbejdet med brøker.  
Ud over en overgeneralisering tyder elevernes metode også på, at de ikke har forstået den 
matematiske baggrund for regnereglen, det er altså en instrumentel viden de gør brug af. [Sfard, 
1991], [Skemp, 1976], [Skemp,1979],[Niss,2014]  
Også hos Tall og Vinner kan vi finde et  redskab til at forstå, hvorfor eleverne vælger denne 
løsningsmetode. Vi kan forestille os, at elevernes begrebsbillede af brøker (evt. brøkregning) 
aktiverer “at gange over kors.” 
 
Vi tænker, at vi med metoden “gange over kors” har fundet den egentlige snublesten. Eleverne 
har i folkeskolen løst ligninger indeholdende brøker ved at gange over kors, samt tilnærmelsesvist 
                                                          
14 Vi har valgt i opgaven at kalde det ”metoden”, selvom det vel ikke er en metode, men snarere er en hurtig måde at 
gange og dividere med det samme på begge sider i en ligning. Men for vores elever har det netop været en metode. 
Den metode man bruger overfor brøker.  
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den samme metode når de skal finde fællesnævner. De har således fået det som en del af det 
begrebsbillede der aktiveres, når to brøker står i samme udtryk, at der skal ganges over kors lige 
gyldigt hvilken type opgave de står over for.  
Denne type problemer er Carl, Signe, Simon og Casper ikke alene om. Mette fra 3a udviser samme 
forvirring og med stort set samme reaktionsmønster.  
 
4.5.2. Vanskeligheder med variabelbegrebet.  
 
Vi detekterede flere andre vanskeligheder i elevernes arbejde med variabelopgaver. Typisk var det 
dog vanskeligheder, hvor det kunne være svært at se om vanskelighederne var knyttet til 
variabelbegrebet eller en anden del af matematikken. De næste afsnit vil vise eksempler på nogle 
af disse vanskeligheder.  
 
Eksempel om variabelbegreb og talforståelse 
 
Følgende uddrag er fra sidste interview med elever fra 2.p. Eleverne har fået stillet følgende 
opgave: 
Find y når funktionen hedder 1)   − + 3 og x er: 
1.  
2.  + Δ 
 
Simon skriver: 
1. − + 3  
2. − + Δ + 3 + Δ 
 
Anne (interviewer) spørger hvad x-værdien i 2 er. Simon fortæller at den er   + Δ. Anne 
spørger hvad det er, der skal stå på x’ets plads i funktionen. Simon siger x-værdien og at det jo 
også er det han har gjort. Anne får ham til at pege på x i funktionen og spørger om det er hele x-
værdien, han har sat på den plads, og Simon gentager, at det er det. Vi taler om det  han har sat 
korrekt ind i 1 og beder ham sige hvad x-værdien er i denne opgave. Simon forklarer, at det er  
og forklarer samtidig, at da han satte det på x’s plads står der nu . Til spørgsmålet om hvad x-
værdien er i det andet punkt siger han igen   + Δ. Anne prøver på forskellig måde at få ham til 
selv at se, at han ikke har sat   + Δ på x´s plads i 2, men det lykkedes ikke. Til sidst fortæller 
Anne det eksplicit og Casper (den anden elev) uddyber. Casper viser Simon hvordan han har løst 
opgaven (korrekt). 
Simon siger lidt overrasket at han bare troede, at der skulle være x’et på x’ets plads. Da Anne 
spørger om det ikke også er det, Casper har gjort, benægter Simon. Anne vælger her at vise, 
hvordan Casper har sat x-værdien (  + Δ) ind alle de steder, der står x i funktionen. Simon 
protesterer og siger at så står der jo også Δ. Han virker ikke helt tilfreds, men løser efterfølgende 
to tilsvarende opgaver korrekt.  
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Detektion: Simon kan ikke se (  + Δ) som et tal (en værdi)15. I artiklen ”the Gap between formal 
and intuitive Knowledge” argumenteres for at elever der ikke har reificeret de irrationelle tals 
mængde kan have svært ved at se tal som 2 + √3 som et enkelt tal (eller værdi). [Sirotec og Zazkis 
2007]16 Tilsvarende kan vi forestille os at Simon kan have svært ved at se (  + Δ) som en enkelt 
værdi, der kan indsættes på den variables plads. Men det kan være svært at se, om det er fordi 
han ikke har et reificeret variabelbegreb (at x ikke betyder, at der kun kan stå et ”et-ledet” tal på 
x´ets plads) eller om det snarere er i talbegrebet problemet ligger (at han ikke mener et tal kan 
bestå af flere led). Dette ville kunne undersøges nærmere ved at stille opgaver, der testede 
talforståelsen.   
Eksempel om ”knowns og unknowns”. 
Et andet område hvor det kunne være svært at afgøre om elevens vanskeligheder lå i selve 
variabelforståelsen eller (også) i talforståelse, er i det vi kan kalde knowns og unknowns. Følgende 
udtalelse stammer fra det første interview af eleverne fra 2.p. Casper har svært ved at løse 
opgaven  −   =  0. 
Anne: “Gør det opgaven sværere at der står bogstaver og ikke kun tal?” 
Casper: (Ja, det er) “besværligt når der ikke er nogen værdi for det.” 
Casper ser ikke a som en værdi. Det kan tyde på at han ikke skelner mellem kendte værdier 
(muligvis i form af bogstaver) og ubekendte.  En sådan vanskelighed kan også forklare hvorfor det 
for en del elever var svært at skelne mellem reduceringsopgaver og ligningsløsning.  
Eksempel om variabelforståelse / registerskift / funktioner 
Et eksempel på problemer med registerskift og variabelforståelsen ses i vejledning med Carl og 
Signe: 
Opgaven der er stillet hedder:  
a) Opstil en ligning der beskriver, at der altid købes dobbelt så mange appelsiner som æbler 
 
Signe skriver 2 =  ,, Carl skriver 2 = . Vi snakker lidt om hvilke bogstaver de har valgt at 
bruge, Signes a er appelsiner og b er æbler, Carls y er appelsiner og x er æbler. Vi starter med at 
give nye bogstaver æ og a - så er man ikke i tvivl om hvilke der er hvad. 
Signe skriver 2 =  æ og Carl skriver 2æ = . 
Stine spørger nu om de vil sætte et tal ind og tjekke, mere specifikt foreslås, at der købes 8 æbler. 
Carl skriver 8 =  2 ∙ …. Nåååå siger han så 
Signe skriver 2 ∙ 8 = 8. Stine spørger hvorfor hun nu har skrevet 8 på a’ets plads, og Signe siger, 
jamen det er fordi der er 16 appelsiner, og 2 ∙ 8 er 16. Stine spørger hvad det egentlig er a’et står 
                                                          
15 Og måske endnu værre, en værdi, der kan variere. 
16 Sirotec og  
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for. Signe siger appelsiner. Signe tænker lidt… Carl ændrer sin ligning til  =  2æ. Nu siger Signe, 
at hun også godt kan se hvorfor Carls ligning er rigtig. 
Det er helt klart et problem for både Signe og Carl at lave en treatment ved at oversætte teksten 
til en ligning. Som Duval skriver, skyldes at de ikke er i stand til at lave en conversion fra det 
multifunktionelle sproglige register (teksten i opgaven) over til det monofunktionelle sproglige 
register (opstilling af ligning).  
Da vi så skal benytte tal til at undersøge om den ligning vi har skrevet er rigtigt, bliver det også 
tydeligt, at Signe slet ikke opfatter bogstavet a som en repræsentant for antallet af appelsiner - 
altså et tal - hun ser venstre side af ligningen som repræsentant for antallet af appelsiner. Dette 
minder meget om problemet som eleverne havde med opgaven med professorerne i 
detektionstesten. 
Vi dykker i de næste eksempler ned i variabelbegrebet i forbindelse med variabelsammenhænge 
og dermed klassiske problemer med funktionsforståelsen samt i de betydelige vanskeligheder 
studerende har med at lave algebraiske transformationer. [Tall, 1992, s 500].  
Eksempel om Instrumentel forståelse af variabelbegrebet. 
Casper giver ved 3. møde udtryk for at det er uproblematisk at den x-værdi, der skal indsættes kan 
have flere led. Han indsætter også helt uden vanskeligheder (  + Δ) i alle de funktioner han får 
udstukket. Han giver samtidigt udtryk for, at han er helt med på at den ene x-værdi hedder   +
Δ og hvorfor. 
Umiddelbart efter vil han dog reducere 1  + E ved at gange f ind i parantesen, så han får 
1  + 1Δ. Han ser altså ikke 1  + E som udtryk for en funktionsværdi, og   + Δ som 
den værdi han skal finde funktionsværdien til. Han ser derimod 1  + E som et udtryk, der 
skal reduceres. Og til dette har han instrumentaliseret en anden regneregel, der giver ham 
redskabet til at gange et bogstav ind i en parentes ved at gange det på begge led.  
Diagnostiseringen: Casper viser en instrumentel forståelse af variabelbegrebet. Han kan 
gennemskue hvilke værdier, der kan sættes ind på den variables plads og gøre dette forholdsvis 
uproblematisk. Men da han skal arbejde med samme variable i en sammenhæng, der aktiverer 
begrebsbilledet reducering, giver han sig til at reducere med de algoritmer han har til dette. 
Bruger vi Skemp som diagnoseredskab kan vi overveje om Casper foretager en intuitiv-
instrumentel handling. Han vælger intuitivt i værktøjskassen og har ikke den relationelle 
forståelse, der kan fortælle ham om det valgte redskab er det rette (hvad det så i dette tilfælde 
ikke var.) 
4.5.3. Ligning kontra udtryk. 
I vejledningsforløbet med 3x registrerede vi som før nævnt en del brøk-regningsproblemer. Da vi 
ville udfordre vores elevers regning med algebraiske brøker bad vi dem løse diverse ligninger og 
reduktioner indeholdende brøker. Alle opgaverne var “regneudtryk”, og der stod derfor ikke hvad 
det var forventet at de gjorde med opgaven.  
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I den tredje vejledning viste det sig så, at de ikke orienterede sig om det var en ligning eller en 
reduktion, og de havde derfor svært ved at se hvad det egentlig var man kunne gøre ved de 
forskellige opgaver. De så ikke forskelligt på ligninger og reduktions-udtryk, og gentagende gange 
siger eleverne “jeg ved ikke hvad jeg skal finde” i et udtryk.  
Ved de efterfølgende vejledninger tager vi igen både lignings og reduktionsopgaver med, for at få 
dem til at registrere hvad der er hvad. Eksempel på en sådan episode ses nedenfor: 
Opgave 1 lyder 
2
3∙8
9
= : og opgave 2 lyder 2
3∙8
9
∙ :. De ligner således hinanden, idet der ikke står hvad 
det egentlig er de skal. Efter en kort diskussion om det er de samme brøkregneregler der gælder 
for brøksbrøker får eleverne hurtigt regnet opgave 1. De kaster sig ud i opgave 2, men ingen af 
dem ser, at det ikke er en ligning, og da de hurtigt skriver et lig med, fordi de regner videre ligner 
det nu en ligning. Efter at Stine får gjort dem opmærksomme på problemet, får de reduceret fint 
vha. brøkregnereglerne som endelig ser ud til at være ved at sidde fast. 
Til den efterfølgende vejledning har vi selvfølgelig igen både ligninger og en reduktionsopgave 
med. Den første opgave lyder: 
F
G
2
 ∶  > ∙ ?, og Carl spørger hurtigt hvad det egentlig er de skal 
finde. Der er altså stadig ikke mærkbar forskel på ligninger og ikke-ligninger.  
Vi får ikke testet dette mere, så vi ved faktisk ikke om eleverne i dag er i stand til at se forskel på 
ligninger og reduktioner - heldigvis er de normalt også hjulpet af, at der står i teksten hvad det er 
de skal med opgaven. 
 
4.5.4 Avancerede algebraiske ligninger med x’er på begge sider 
I den tredje vejledning med 3x’erne bliver eleverne bedt om at løse en ligning 
!
&
 =  !
'
. Eleverne går 
hurtigt i stå, og da Stine spørger hvad det er der er problemet siger Carl: “der står x-er på begge 
sider”. Dette er netop et eksempel på en algebraisk ligning, som ikke kan løses, fordi det ikke er 
klart hvilken side man skal isolere x’erne på. Eleverne får i stedet for opgaven 
4
5
= 6
4
, og den går de 
straks i kødet på. Det er som om at det gør opgaven meget nemmere, at der kun er et y på den 
ene side. Ligningen er selv sagt ikke let og begge elever har da også massive problemer med at 
løse den, idet y’et står i nævneren. Efter at have løst denne ligning vendes tilbage til ligningen 
!
&
 =
 !
'
, som eleverne med møje og besvær får omskrevet til 5 =  12. Problemet er stadig at der er 
x’er på begge sider, og ingen af eleverne tager initiativ til at regne videre. Faktisk konkluderer de 
begge, at der ikke kan være nogle løsninger til denne ligning. Først da Stine nævner, at der er en 
meget speciel løsning, kommer Carl i tanke om at x = 0 er en løsning pga. nulreglen. 
Dette er et eksempel på den barriere eleven møder ved at se en algebraisk ligning. [appendiks A, 
Davis 1975, Appendiks B Filloy 1989, Appendiks C Vlassis 2002]. Egentlig også et eksempel på at 
det ser ud til at vi nu har aflært dem at gange over kors! 
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4.6 Opsamling på detektions og diagnostiseringsfaserne. 
Den vigtigste diagnose vi fik stillet var at alle eleverne havde svært ved algebraen, specielt at de 
satte lighedstegn mellem at gange med den omvendte og gange over kors, og i forbindelse med 
metoden gange over kors, var vant til, at det ingen betydning har “hvilken vej” man ganger over 
kors. Går vi dybere ned i denne opdagelse kan vi se, at eleverne når de ganger over kors, gør det 
fordi de ikke har en relationel forståelse af hvad de gør, men en instrumentel forståelse af 
algebraen. Den instrumentelle forståelse af matematiske metoder strakte sig udover 
brøkregningen til også at gælde variabelforståelsen, hvor elever kunne regne med variable, men 
ikke havde forstået det redskab, de variable er. Endnu en pointe var opdagelsen af, at elever ikke 
mente at der kunne sættes to led ind på den variables plads. Og til sidst var det ikke mindst en 
pointe at nogle vanskeligheder først gav sig udslag på en måde, for så senere at vise sig at bunde i 
en endnu dybere misforståelse.  
Vi ser også at eleverne ikke registrerer hvornår noget er en ligning, og hvornår det er et udtryk der 
blot skal reduceres.  
Vi så et enkelt eksempel på problemer med ligninger med x’er på begge sider hos nogle af 3g’erne. 
Dette tyder på at eleverne ikke helt har opnået den ønskede abstraktion og forståelse af hvordan 
algebraiske ligninger skal og kan løses. 
Vi ser problemer med selve variabelbegrebet, idet elever ikke opfatter  + Δ som et tal, og slet 
ikke et der kan variere. 
 
4.7 Intervention  
Som fremtidige matematikvejledere ligger det os på sinde at vi gennem vores semesterprojekter 
får indsigt i hvor meget man kan rykke elevernes matematikkompetencer på den meget korte tid 
vi har til rådighed. Vi har derfor prøvet at indlægge forskellige grader af fordybelse i både 
detektion af elevernes begrebsforståelse som allerede beskrevet, men også i vores 
interventionsforløb. Vi har på baggrund af dette og på baggrund af tidligere nævnte overvejelser 
om opbygning af trygge læringsmiljøer valgt at opdelte vores intervention i to forskellige typer; 
enkelt elever og små grupper.  
 
4.7.1 Interventionsdesign 
Interventionen for enkeltelever var supervisionsforløb designet i forhold til den enkelte elevs 
vanskeligheder. For begge 3a elever der fulgte denne type forløb havde fokus brøkregning og 
variabelforståelsen, da det netop var disse kriterier de to elever var udvalgt på baggrund af. Da der 
er tale om to travle 3.g elever var det vigtigt at indlægge en del træning som de selv kunne vælge 
til og fra. Vi henviste derfor eleverne til udover interventionssamtalerne og brøkkursus at arbejde 
med hjemmeundervisning vha. undervisningsvideoer og tests fra sider som www.frividen.dk, 
www.restudy.dk, www.khanacademy.org eller http://cow.math.temple.edu og træne deres 
kunnen vha. simple tests af f.eks. reduktioner af brøker og ligninger primært på 
http://pernillewagner.dk/Matematik-1g/Matematikoversigt1g.htm. Løbende i ugerne hvor 
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interventionen foregik, blev de to elever opfordret til at anvende disse støttemuligheder ligesom 
faglig støtte i lektiecafe kunne benyttes.  
Interventionssamtalerne varede hver 60 min og hver elev havde 2 samtaler - en i brøker og en i 
variable.  
Interventionsforløb for grupper af elever bestod af møder med henholdsvis 2-4 elever og en eller 
to vejledere. Vi valgte at prøve de forskellige scenarier af, for i fremtidig vejledningsarbejde med 
muligvis knappe ressourcer, at have forsøgt hvordan det virkede når flere elever blev vejledt 
samtidig.  
Alle vejledningsmøderne med de små grupper indeholdt dele af alle faser helt fra detektion over 
diagnostisering til intervention. De blev hver gang præsenteret for nye opgaver, der byggede på de 
typer af opgaver som de havde problemer med den foregående gang. I de tilfælde hvor der var to 
vejledere tilstede valgte vi på forhånd en vejleder som skulle “stå for spørgsmål mm”, mens den 
anden vejleder tog referat og samtidig kunne stille supplerende spørgsmål. Vi oplevede at selve 
“detektionen” delen i forhold til at opdage nye problemer var mere eller mindre uafhængig af om 
der var en eller to vejledere til stede, men diskussionen af vores egen præstation og elevernes 
problemer og dermed hvilken diagnose vi skulle stille bagefter var nyttig. Vi oplevede også at der 
var stor forskel på om det var to eller flere elever, der blev vejledt samtidig. Her var det helt klart 
det bedste kun at være to, især hvis der var niveauforskelle på eleverne. På den anden side var to 
elever ok, da eleverne ofte understøttede hinanden. Eleverne fortalte efterfølgende, at de ligesom 
fik en fælles “samhørighed” - at være fælles om dette projekt med at blive bedre til matematik. 
Det var rart at være sammen med nogen om at “have svært ved det”. Der var også en gevinst i at 
de ”kunne skiftes” til at svare rigtigt, og således få små succeser ved at være dem der kan løse 
problemerne. Desuden forklarede de andre eleverne tingene på en anden måde - det gav nogen 
gange en bedre forståelse. Tidspunktet på dagen havde også en betydning. Eleverne gav udtryk 
for, at de ikke ville have været lige så friske hvis vejledningen havde ligget efter skole. De mente 
derfor, at det var godt at vejledningen fandt sted først på dagen. Der var enighed om at ½ time var 
lige i underkanten, men det er forskelligt fra elev til elev hvor længe en vejledning kan vare før at 
eleven bliver så “fyldt op”, at han ikke kan opsamle flere informationer.  
Alt i alt varede vores vejledningsforløb i mellem 4 og 7 uger, og det var ikke nok til at lappe alle 
deres huller. Det var derfor tydeligt, at vi skulle have haft mere tid, hvis de alle elever skulle have 
haft det fulde udbytte. 
4.7.2 Interventionsindhold for enkelt elever 
Første sæt interventionssamtaler med Mette og Kira fokuserede på brøkbegrebet da det i 
detektionsfasen blev karakteriseret som en af de primære snublesten for opnåelse af 
variabelforståelse. Eleverne så ud til at hænge fast i brøkerne og hvis denne snublesten kunne 
ryddes af vejen lidt hurtigt (for Mette´s vedkommende, Kiras forhistorie taget i betragtning må 
dette håb karakteriseres som naivt) kunne vi komme videre til variabelbegrebet. Samtalerne tog 
udgangspunkt i hvad der blev detekteret af brøkvanskeligheder i diagnosticeringssamtalen, og 
primært kom de to samtaler til at dreje sig om hvordan man håndterer brøker og division, både 
med tal men også med ubekendte.  
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Fokus for interventionen var at italesætte brøkerne og visuelt arbejde med selv de vanskelige 
brøker, for at understøtte at eleverne får aktiveret det rigtige skema af omformninger. 
Samtalen med Kira blev styret af, at Kira har meget svært ved at forstå den matematiske diskurs, 
men også selv simpel matematisk semiotik i Duval’sk forstand skaber problemer.  
Opgaverne der blev arbejdet med var af “tal gange brøk” og så op til “brøk divideret med brøk”, og 
alle opgaver blev oversat til så almindeligt sprog som muligt og/eller i videst muligt omfang 
illustreret via pizzaer, kagestykker eller lign. 
 
½
 er “hvor meget er 3 i forhold til ½” 
2 ∙  ⅘ blev til “Du har en pizza som du i går delte i 5 stykker. Nu har du 4 tilbage, det skriver vi som 
⅘. Din kammerat har det samme, altså I er nu 2 der har ⅘ pizza. Hvor meget pizza har I i alt?  
(½)/(⅓) blev al en illustration af ½ pizza og så ⅓ pizza ved siden af ledsaget af spørgsmålet “Hvor 
mange gange mere pizza har du i den halve pizza i forhold til den hvor du kun har ⅓ albage?  
Kira arbejdede bravt, men kom ikke rigtig nogen vegne selv efter oversættelse. 
Selv 18/½ udregnet som “Du har 18 citronmåner og dine kammerater får ½ hver. Hvor mange 
kammerater kan du invitere på citronmåne?” var for svært. Kiras bud var efter lang tids udregning 
34!  
For Mette blev brøkerne meget mere tilgængelige når de blev oversat af læreren til almindeligt 
sprog, og vi kunne hurtigt gå videre til at træne reduktion af brøker indeholdende brøksbrøker og 
ubekendte. Der blev arbejdet med applets og “i hånden”. Mette er igen hjemme i 
multifunktionelle registre som det almindelige sprog er, men har svært ved det symboltunge 
monofunktionelle matematiske register.  
Andet sæt interventionssamtaler fokuserede på variabelbegrebet mere rent og inspireret af HOT-
projektet og læremateriale som Poul V Thomsen og Jens Peder Holbech udarbejdede til brug for 
danske tænketræningskurser i gymnasieregi.  Også Michael Shayers afdækningstests omkring 
pendulforsøget valgte vi at vi at arbejde med da vi her får en meget ren test af elevernes 
variabelkontrol og kognitive niveau.  
Samtalernes indhold var ens og startede med en diskussion af hvilke variable og hvilke værdier 
disse variable kunne antage i et udvalg af konkrete genstande. Der var ledninger med forskellig 
længde og farve, centicubes af forskellige materialer og lodder af forskellige metaller. Der blev talt 
om mulige sammenhænge for disse variable hvor farven af lodderne hang sammen med deres 
masse og længden af ledningerne var omvendt proportional med antallet af ledninger af hver 
længde. Shayers starttest mht. pendulforsøget blev præsenteret og brugt på samme måde som 
ved hans oprindelige test af eleverne i de to skoler. Vores elever blev dog ikke sat til rent faktisk at 
udføre målingerne, men begge har dog gjort det i deres 1.g NV forløb og de kunne begge huske at 
det var lidt lumskt! 
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Der blev diskuteret spillet SET hvor kontrollen af 4 variable og deres 3 værdier blev belyst, og 
begge elever fik lært at spille SET til husbehov. 
Til sidst gennemgik vi en uden hjælpemidler prøve for at se hvordan variable kom i spil ned 
igennem sådan en prøve.  
Resultaterne af de to interventioner var meget forskellige. Mette havde ingen vanskeligheder i 
variabelkontrol øvelserne. Hun svarede hurtigt og sikkert hele vejen igennem. Hun arbejde sikkert 
med pendulforsøget, hvor hun demonstrerede at hun vidste, at det var nødvendigt for forsøget at 
man varierede en variabel ad gangen for at afdække sammenhængene. Set indlærte hun også 
hurtigt og det må konstateres at hendes vanskeligheder ikke er på det kognitive plan i forhold til 
selve variabelkontrollen.  
Kira kunne godt angive hvilke variable der var på spil og hvilke værdier de kunne have, men hun 
kunne ikke se nogen sammenhænge, pendulforsøget foreslog hun at man målte mange forskellige 
ting og kunne ikke se nogle farer mht. at kunne afgøre en variabelsammenhæng. Hun havde svært 
ved at lære SET selvom hun faktisk syntes det var ganske underholdende, så motiveret var hun.  
I gennemgangen af uden hjælpemidler havde Mette en del flere problemer og f.eks. var f(x) ikke 
nogen variabel for Mette og f’(x) var en enkelt værdi og ikke en funktion i sig selv. Igen springer 
hendes semiotiske problemer i øjnene, men hun har også svært ved at få strukturaliseret sin viden 
mht. funktionsbegrebet, så variabelforståelsen rækker ikke ind i den formelle himmel. 
For Kira var det igen et spørgsmål om semiotisk at lure hvad det var det hele betød, og vi kom ikke 
så langt da den første del havde taget væsentlig længere tid end med Mette. 
4.7.3 Interventionsindhold for små grupper af elever 
 
Ved det første møde arbejdede vi med udvalgte opgaver fra detektionstesten som omhandlede 
brøker med variable, og som alle eleverne havde haft svært ved. Vi diskuterede med eleverne 
hvad det var der var svært ved opgaverne, og præsenterede så eleverne for lignede opgaver for at 
se om vores hjælp havde båret frugt. En af metoderne som vi mindede eleverne om var, at de 
kunne sætte tal ind på variablernes plads, og se om udtrykket blev det samme. Dette var en stor 
hjælp for flere af eleverne, der hurtigt så ud til at kunne regne de nye opgaver.  
Ved hver efterfølgende intervention havde vi nye lignende opgaver med som eleverne skulle se 
på. Vores forhåbning var selvfølgelig, at eleverne havde lært hvad vi allerede mente at have lært 
dem - dvs. dels regnereglerne men også at sætte tal ind og se om det de havde regnet sig frem til 
var rigtigt. Det havde de ikke helt.  
Med udgangspunkt i elevernes egne opgaver om “svære variable” (afsnit 4.3.1) valgte vi nu, at 
stille nogle tekstopgaver med variable i ligninger og uligheder. Opgaverne skulle dels vise om 
eleverne kunne sætte variable ind i udtrykkene, og drage konklusioner om resultatets fortegn. Vi 
gav eleverne nogle opgaver med hjem som de skulle kigge på til den efterfølgende gang. Eleverne 
havde dermed haft god tid til hjemme at kigge på opgaverne, og det var vores indtryk at de også 
havde gjort et stort stykke arbejde for at forstå og regne opgaverne - og de havde måske også fået 
hjælp, de svarede i alle fald fint på opgaverne. Da det igen viste sig at være svært når der var 
brøker involveret, gentog vi metoden med at sætte tal ind. 
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De næste vejledninger/interventioner arbejdede vi videre med brøker og tekstopgaver - alle gange 
ud fra opgaver som vi præsenterede dem for på stedet.  
 
Efter at vi havde detekteret deres dårlige vane med at “gange over kors” ved enhver tænkelig 
lejlighed, satte vi fokus ind på brøker, brøksbrøker, ligninger og uligheder. Ideen var at gøre dem 
opmærksomme på hvad det egentlig var for opgaver de stod over for. Vi skrev med vilje ikke om 
det var en ligning, en reduktion eller bare et udtryk, da vi netop ville skærpe deres fokus på 
opgavetypen. 
De opgaver vi præsenterede dem for var almindeligvis med flere variable, således at de i 
ligningerne først skulle overveje hvad de overhovedet kunne isolere. Der var flere opgaver hvor de 
variable “forsvandt” når man arbejdede med ligningen - og eksempler på opgaver hvor de skulle 
bruge nulreglen. Det var således drilske brøkopgaver med multiplikation, division i et 
sammensurium. Opgaverne var svære, men det gav os gentagne gange mulighed for at minde dem 
om at orientere sig om hvilken type opgave det var, kendte regneregler, at opgaver ikke behøver 
at have en løsning og at de altid og med fordel “kan sætte tal ind”, hvis de var i tvivl om en 
regneregel.  
 
Eleverne i 2.p blev i første omgang stillet de to nedenstående opgaver for at detektere 
vanskeligheder i deres variabelbegreb.  
a) Hvis Brian giver Claus 150 kr. har de lige mange penge. Hvis Claus giver Brian 200 kr. har Brian dobbelt så 
mange penge som Claus. 
Hvor meget har de hver især? 
b) Et hønsehus har sidelængderne 2 og 3 m. (eleverne havde en figur). Ejeren ønsker en indhegning foran 
hønsehuset. Han har 50 m. hønsetråd til indhegningen. Hvordan skal han placere hønsetråden, så 
hønsegården får det størst mulige areal? 
Ved detektionen havde vi ikke blot været opmærksomme på om de kunne løse opgaverne, men 
også hvor langt de kunne komme og hvorvidt de ville vælge at bruge variabelbegrebet som et 
redskab til at løse opgaverne. Det vil sige at vi lagde mærke til om eleverne overhovedet ville have 
overvejelser omkring at oversætte elementer fra teksten til en eller anden variabel, eller blot 
udtale sig i ord om, at noget i teksten (formuerne eller sidelængden) kunne variere eller være 
forskellig eller tilsvarende.  
Da eleverne havde meget svært ved de to opgaver, blev opgaverne i stedet brugt som en 
intervention. Ved at lade eleverne løse opgaverne med hjælp og undervejs eksplicitere fællestræk 
ved de to typer opgaver (at de finder et andet udtryk for det i teksten, der kan variere) forsøgtes 
at få eleverne til at arbejde empirisk-abstrakt, sådan som Mitchelmore og White argumenterer for 
at det er nødvendigt når man skal forstå et matematisk begreb. Eleverne udtrykte her stor 
tilfredshed med at det pludselig gav mening at skulle lede efter noget der varierede og så kalde 
det et bogstav. Dette kunne også spores i at Simon, fra at have været helt blank da han havde 
siddet med opgaverne selv, faktisk var i stand til at fortælle hvad det var, der kunne variere i den 
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anden opgave (hegnet)17, da vi først havde talt om hvad det var, der kunne variere i den første 
opgave (formuerne).  
Interventionen i 3x og 2p byggede i flere tilfælde på kognitive konflikter, typisk i form af en 
talopgave, der tydeligt illustrerede at elevernes valgte løsningsmetode var forkert. Nedenstående 
er et eksempel på en sådan konflikt: 
 
Signe og Carl arbejder med opgaven: 
Hvad bliver a når   1 i følgende ligning? 
 −   0 
Begge løser. Carl finder hurtigt ud af at  
 −  = 0 
Carl: Må man tage kvadratroden af nul? 
Stine: Ja 
Carl spørger hvad det bliver. 
Stine: Hvilket tal ganget med sig selv giver 0? 
Carl svarer at det er nul og løser derefter opgaven til  −   =  0. 
Carl: Kan  så være alle tal?  
Carl har altså løst opgaven ved kun at tage kvadratroden af det ene led på venstresiden. Vi beder ham se 
om metoden kan bruges på 75 + 25 =  100. Carl tager derefter kvadratroden af 25 og 100 og kan hurtigt 
se, at denne løsning ikke dur. Han finder ud af at han skal tage kvadratrod af hele venstresiden.  
Et tilsvarende eksempel er da Signe har løst  ∙  til 2.  
Stine: Prøv med et tal.  
Signe vælger 2 og ser at det passer.  
Stine beder hende forsøge med endnu et tal og Signe forsøger med 3. Igen ender hun i en kognitiv 
konflikt mellem sin løsningsmetode og et resultat, der er indlysende forkert. Hun tænker lidt over 
det og kan godt se at  ∙  kun er det samme som 2 ∙  hvis a er 2. Vi har dog svært ved at sige om 
hun udleder noget mere generelt.  
Eleverne i 3x blev også præsenteret for et billede. Dette billede blev brugt som et 
interventionsredskab svarende til Mitchelmore-Whites beskrivelse af det første trin i ”Instruction 
                                                          
17 Det var nu ikke hegnet, der kunne variere, men sidelængden. Men bare det at Simon pludselig kunne orientere sig i 
en opgave, lede efter noget, der kunne variere og sige at det kunne man så kalde et bogstav og så kunne man regne, 
viser en helt anderledes forståelse end tidligere. At han så formentligt, for at opnå en empirisk abstraktion, skal gøre 
det en del flere gange og i flere forskellige sammenhænge end det var muligt i et så kort detektions- og 
interventionsforløb er en anden sag.  
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for abstraction”, empirisk abstraktion. Eleverne i 3x blev bedt om at finde variable på billedet af en 
klasse foran gymnasiet.18 De var begge gode til at finde variable på billedet, selvom de fandt nogen 
helt andre eksempler end dem vi selv havde tænkt lå lige for. Det er ingen tvivl om, at opgaven gav 
eleverne en god ide om hvad variable kan være, og at de kan være forskellige ting.  
4.7.4 Interventionsindhold for par i større grupper 
Vi afholdt et brøkkursus for 8 elever - inklusiv Mette og Kira - fra 3a og blev afholdt d. 13. 
november. Interventionen varede 1,5 time og fungerede primært som pararbejde. Eleverne havde 
selv valgt at deltage, og de deltagende havde meget forskellige forudsætninger, men alle synes de 
brøker var noget der ofte gav dem problemer.  
Kurset startede med at alle eleverne blev bedt om at lave et begrebskort over deres forståelse af 
brøkbegrebet.  
Herefter blev eleverne udsat for en lille starttest med 10 meget simple opgaver som vi brugte til at 
opdele eleverne i så videst muligt lige par. Denne opdeling passede rigtig fint bortset fra Kira som 
kun fik 4 ud af 10 rigtige og som måtte parres med Frederik som havde dobbelt så mange rigtige 
men som var den lavest scorende af resten.  
Parrene blev nu sat til at lave opgaver til hinanden i stigende sværhedsgrad og vi gik rundt og hjalp 
og instruerede og kom med forslag til mulige nye opgavetyper. Dette skulle understøtte at 
eleverne blev arbejdede i deres nærmeste læringszone. 
Interventionen sluttede med at vi i plenum gennemgik de fem sidste opgaver fra detektionstesten 
hvor fokus var at eleverne skulle forklare hvad udtrykkene betød.  
Når opgaven f.eks. blev oversat til: er forholdet mellem et ukendt tal + 3 og tallet + 4 altid lig ¾? 
var der ingen der svarede forkert længere. Vi trænede den slags italesættelser et stykke tid, og 
eleverne blev mere og mere sikre på den semiotiske betydning så de kunne få aktiveret de rigtige 
omformninger og se at der ikke var noget der kunne forkortes væk. At arbejde i et sprogligt 
register understøttede altså deres instrumentelle evne på meget dramatisk vis.  
Efterfølgende gik vi rundt og spurgte eleverne om det havde fået hvad de var kommet for og flere 
af eleverne udtrykte stor tilfredshed. Mille mente at “det var lige hvad jeg manglede” og Rikke 
udtrykte “jeg var faktisk kun i tvivl om hvordan man dividerede brøker og det ved jeg nu”. 
Begrebskortene tegnet illustrerede meget præcist spredningen af niveau på holdet hvor Kiras 
begrebskort for brøkbegrebet var meget begrænset hvorimod Rikke og Mille havde illustreret 
mange sider af brøkbegrebet hvilket tyder på et alsidigt begrebsbillede, hvilket også var tydeligt i 
deres arbejde med at udforme spørgsmål til hinanden. 
  
                                                          
18 Se fotografiet under vejledning 6. Denne måde at arbejde med empirisk abstraction er tilsvarende den måde der 
arbejdes med i tænketræningsspil som for eksempel Set.  
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4.8 Interventionsevaluering 
Efter en intervention skal udbyttet følgeligt måles og vejes, da vi ikke har elever som skal afslutte 
studentereksamen før vi færdiggør vores projekt må mindre gøre det. Følgende målepunkter har 
vi opstillet for interventionen: 
  
1. Elevtest viser fremgang. 
2. Eleverne udtrykker at de har haft udbytte af interventionen 
3. Interview viser fremgang. 
4. Undervisernes vurdering af udbyttet. 
 
4.8.1 Overvejelser om design af sluttest. 
Vi ville gerne lave opgaverne, så de lignede den indledende test fra Mogens Niss, hvorfor vi 
forsøgte at formulere opgaverne på tilnærmelsesvis samme måde. Det kan man f.eks. se i 
svarmulighederne, og i måden vi stiller spørgsmål med underspørgsmål på. Selve ordlyden har vi 
også forsøgt gentaget. Ideen med så vidt muligt at gentage spørgeteknikken og formen var 
selvfølgelig, at det ikke skulle være pga. spørgsmålenes form at eleverne nu pludselig svarer rigtigt 
eller forkert. 
Mange af vores opgaver var nok lidt sværere end dem i Mogens Niss test - og det kan man 
diskutere om var helt så klogt, når vi nu skal se om de er blevet bedre.  
Da vi i vejledningen har brugt meget energi på algebra (ligninger, reduktioner, brøker, uligheder 
mm) er det klart at flere af spørgsmålene omhandler dette. Vi ville jo netop se om eleverne så nu 
har lært det vi har udfordret dem med. 
Vi har også forsøgt at lave opgaver, der ikke har et svar, da det var noget af det vores elever synes 
var allermest mærkeligt. 
Da vi også har arbejdet lidt med omskrivning af tekst til formler, var der også et par af sådanne 
opgave i afslutningstesten. Det havde vist sig i visse tilfælde at være svært for eleverne undervejs i 
vejledningen. 
Afslutningsvis i testen havde vi et par rigtige ”variabel” opgaver nærmest kopieret fra HOT-
forløbene. 
I afslutningstesten havde vi 20 spørgsmål, og eleverne fik al den tid de skulle bruge til at svare på 
opgaverne. Opgaverne og elevernes svar ses i afsnit 4.8.2 nedenfor. Det var desværre kun de fire 
3g’ere der tog testen, men jo også dem der havde modtaget mest vejledning. 
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4.8.2 Sluttest 
1 Er det rigtigt, at a = 2 er løsning i udtrykket: 
6

  + 1 ? ⃝ Ja      ⃝ Nej     ⃝ Kan ikke afgøres            
 - Findes der andre værdier af a der gør udtrykket sandt? ⃝ Ja      ⃝ Nej     ⃝ Kan ikke afgøres            
 - Hvis ja, hvilke? ____________________________ 
2 Findes der nogle værdier af s, således at 2)  2 ? ⃝ Ja      ⃝ Nej     ⃝ Kan ikke afgøres            
 - Hvis ja, hvilke? ____________________________ 
3. Findes der nogle værdier af p således at 
;
;
  − 2? ⃝ Ja      ⃝ Nej     ⃝ Kan ikke afgøres            
 - Hvis ja, hvilke? ____________________________ 
4. Er der nogen værdier af q der gør udtrykket ? > ? sandt? ⃝ Ja      ⃝ Nej     ⃝ Kan ikke afgøres            
 - Hvis ja, hvilke? ____________________________ 
5. Hvad kan du med ord sige om sammenhængen imellem k og t når vi 
ved at ( − 4K  K? 
 
____________________________ 
6.  Om tallene a, v og w ved vi, at 
∙L
'
=  M. Isoler w 
 
____________________________ 
7.  Om tallene r og i ved vi, at 
N
 
∙ : = #
O
. Isoler i ____________________________ 
8.  Er 
∙
" ∙
=  − 
 
  ? ⃝ Ja      ⃝ Nej     ⃝ Kan ikke afgøres            
9.  Hvad skal der gælde om x for at 
&$!
!" 
  − &
 
 
 
____________________________ 
10.  Hvad kan du sige om tallene f og g når 31 − 20 = 3P − 20  
 
 
11. Hvad er størst 2 eller  ⃝ Ja      ⃝ Nej     ⃝ Kan ikke afgøres            
12. Hvad er: 
%/

 ? 
 
______________________________ 
13. Hvad er 
Q
3
∙ 3
Q
 ______________________________ 
14.  Hvad er 
Q
 
∶ 2m? ______________________________ 
15.  Du ved at  >  0 og , er et negativt tal.  
 - Hvad kan du sige om fortegnet for 

%
 ? ______________________________ 
 - Hvad kan du sige om fortegnet for  ∙ b? ______________________________ 
 - Hvad kan du sige om fortegnet for , −  ? ______________________________ 
 
57 
16. Du ved at  >  , og , er et negativt tal.  
 - Hvad kan du sige om fortegnet for a? ______________________________ 
 - Hvad kan du sige om fortegnet for  ∙ b? ______________________________ 
 - Hvad kan du sige om fortegnet for , −  ? 
 
______________________________ 
17.  Opstil en ligning der angiver det samlede antal af ben b på h hunde 
og u undulater. 
 
______________________________ 
 - Hvor mange ben er der i alt på 2 hunde og 5 undulater ______________________________ 
 - Hvis der i alt er 22 ben, og der er 4 hunde, hvor mange 
undulater er der så? 
 
 
______________________________ 
18.  I en familie indkøbes altid mælk og æbler. Sammenhængen mellem 
antallet af købte liter mælk m og antallet af æbler æ kan skrives på 
følgende måde: 6S  2æ.  
Hvad kan du sige om familiens indkøb af mælk og æbler? 
 
 
 
______________________________ 
 Hvor mange æbler køber familien på en dag hvor der købes 5 liter 
mælk? 
 
 
______________________________ 
19. Angiv forskellige variable der kan benyttes til 
beskrivelse af figurerne på billedet: 
 
Variable: 
______________________________ 
______________________________ 
______________________________ 
______________________________ 
20. Er der nogle variable der afhænger af hinanden i nedenstående 
figurer? 
 
                                                                              
 
 
 
                           Figur 1                                    Figur 2 
 
Følgende parametre ser ud til at 
afhænge af hinanden på figur 1 og 2: 
Figur 1:________________________ 
Figur 2:________________________ 
Følgende parametre ser IKKE ud til at 
afhænge af hinanden på figur 1 og 2: 
Figur 1:________________________ 
Figur 2:________________________ 
 
Det viste sig, at ikke alle spørgsmål var lette, fx var der ingen af eleverne der kunne svare rigtig på 
spørgsmål 1, 4 og 18. I spørgsmål 1 prøvede de at gætte sig til om der var flere løsninger. I 
spørgsmål 4 havde de ikke overvejet at tal imellem 0 og 1 bliver mindre når det kvadreres og i 
opgave 18 byttede de om på æbler og mælk. På figur 11 ses elevernes samlede svarprocent.  
 
 
Figur 11: Her ses de fire 3g’eres samlede svarprocent.  
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4.8.3 Evaluering af resultat af vores afsluttende test hos hver af de fire elever19  
Vores afsluttende test bærer selvfølgelig præg af at en del af vores arbejde har været med brøker 
og brøkregneregler, men også uligheder, ligninger og reduktionsopgaver med bogstaver, tekst 
opgaver, find variable mm. For at kunne måle resultaterne, har vi lavet et diagram der viser 
elevernes samlede svarprocent ved første detektion, svar i variabel opgaverne ved første 
detektion og så svarprocent ved afslutningstesten. Resultaterne ses på figur 12. 
 
Figur 12: Resultaterne fra vores fire 3g elever. Blå angiver procentdelen af hele startdetektionstesten, den røde 
angiver variabelspørgsmålene ved startdetektionstesten og de grønne angiver variabelopgaverne ved sluttesten 
Vurdering af resultaterne for Carl, Mette og Signe:  
Som det ses ligner Carl, Mette og Signe grafer hinanden på den måde at de alle har klaret 
”variable” opgaverne i start-detektionen dårligere end gennemsnittet af hele detektionen (de 
brune søjler er lavere end de blå), samtidig med at alle tre klarer testen efter om variable bedre 
end før forløbets start (den grønne søjle er højere end den brune). Vi må således kunne 
konkludere, at det ser ud til at have hjulpet eleverne, at vi har arbejdet med dem mht. variable. 
Der er klart størst fremgang for Carl, men Carl var også netop den flittige middeldreng som vi slet 
ikke havde forventet ville klare sig dårligt i den første detektion. Måske er årsagen, at han ikke 
havde mangler, men blot har haft et par snublesten, der skulle flyttes af vejen. 
Vurdering af resultaterne for Kira: Kira er lidt speciel, idet hun dels ser ud til at have klaret variabel 
opgaverne bedre en detektionstesten samlet til at starte med, men markant dårligere til slut. Kiras 
resultater er så dårlige, som de hele tiden har været, men hendes svar tyder dog på at hun er på 
vej. Kira er så udfordret i sin kommunikationskompetence at det er meget svært at lure hvad der 
rigtigt sidder fast hos Kira og hvad der ikke gør… 
 Afsluttende bemærkning: I evalueringen skal vi være opmærksomme på den såkaldte “Pygmalion 
effekt”, [Rosenthal og Jacobson, 1968] som gør at positive forventninger til elever i sig selv gør at 
eleverne forbedres. Dette hører selvfølgelig uløseligt sammen med motivation hos eleverne. 
                                                          
19 Eleverne fra 2.p valgte ikke at lave en sluttest. 
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4.8.4 Fortsatte mangler? 
Hvilke mangler ser vi så stadig hos vores elever? De snublesten som vi så hos eleverne mener vi at 
vi har ryddet af vejen, men ikke alle de huller vi observerede undervejs har vi nået at få lappet. Det 
kræver længere tid og flere vejledninger end vi har haft mulighed for at give eleverne. Det handler 
f.eks. om selve betydningen af at variable kan svare til et tal i en ligning, at 2 ikke er det samme 
som , samt udfordringer med brøks-brøker både i ligninger og i udtryk. Dette var stadig et 
problem for vores svageste elever. Vi tror at disse elever til fulde kan lære at arbejde med brøker 
og variable i ligninger og udtryk, hvis de tilbydes mere vejledning på et lavere niveau. Vi kan 
forestille os at vejledning hvor man starter med aritmetiske ligninger og udtryk, samt 
regnearternes hierarki og så gradvist udvide til algebraiske ligninger og udtryk vil kunne hjælpe 
dem. At forstå hvorfor 2a ikke er det samme som  tror vi man kan tegne sig ud af ved at se på 
arealer (a ∙ a er ikke det samme som 2 ∙ a).  
Der var også flere af vores elever der ikke nåede at blive fortrolige med hvad en variabel egentlig 
repræsenterer. Hvad er det man kan sætte ind på en variabels plads, og kan variable størrelser 
være andet end tal. Dette vil også kræve ekstra vejledning, og vi mener at opgaver som sætter 
fokus på variable i andre henseende (a la HOT mm) vil kunne give eleverne den nødvendige 
forståelse hvad variable egentlig er. Dette ville styrke begrebsdannelsen og give eleverne bedre  
forudsætningerne for at forstå det stærkt symbolholdige mono-funktionelle semiotiske register vi 
tit arbejder med arbejder med ved variabelopgaver, f.eks. når vi taler om f.eks. f(x) notation og 
manipulationer af f(x+Δx) typen. 
 
Fem ud af seks interventionselever udtrykker at de mener de har haft udbytte af interventionen og 
tre ud af fire elever viser det også i deres sluttest. Det viser sig, at de elever med få og mindre 
mangler har haft størst udbytte, hvorimod de elever med mange mangler ikke har haft 
tid/vejledning nok til virkelig at kunne flytte sig. Samtidig kan vi se, at der hvor problemet er en 
snublesten, som en forkert indlært regnemetode, har elever rykket sig mere end der hvor der er et 
hul i deres matematiske viden.  
Hvis vi vender tilbage til vores succeskriterier fra starten af afsnit 4.8, må vi sige at vi synes 
vejledningen har været en succes. Tre ud af de fire testede elever viste fremgang med hensyn til 
forståelsen af variable, alle seks elever udtrykte at de havde lært noget, interview viste flere 
eksempler på fremgang og vi som lærere mente at spore fremgang hos alle elever. 
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5 Konklusion 
Ved at lade elever arbejde med variabelopgaver har vi fundet snublesten og mangler, der dels var 
knyttet til selve variabelbegebet, men som også lå andre steder i matematikken. 
Dette skyldes at vi ved at arbejde med begrebet variable aktiverede en stor del af 
gymnasiematematikken, i og med at variabelbegrebet ligger i et spændingsfelt mellem simpel 
talregning og den mere abstrakte matematik. Ved at tage udgangspunkt i variabelbegrebet har vi 
derfor kunnet diagnosticere vanskeligheder, der spændte over et meget bredt felt. Man kan 
således sige, at arbejdet med variabelbegrebet har fungeret som dåseåbner for en bred vifte af 
matematikvanskeligheder.  
Den vigtigste observation arbejdet med variabelbegrebet har givet os, er snublestenen “gange 
over kors”. Denne snublesten fandt vi gik på tværs af vores klasser og skoler, og vi formoder at den 
kan gøre sig gældende hos mange andre elever, der kæmper med reducering af brøker.  
Vi har valgt at afslutte vores projekt med en flot vejledningsblomst hvis blade består af den 
matematik, som vi ud fra arbejdet med variable har været i berøring med. Vi kan som 
matematikvejledere vande og gøde blomsten, men blomsten skal selv suge vand og gødning op.  
En fuldendt variabel blomst vil selvfølgelig have mange flere blade, da den berører mange flere 
grene af matematikken. 
 
 
Figur 13: Variabelblomst til illustration af de dele af matematikken vi fandt at eleverne havde 
matematikvanskeligheder med 
 
 
 
.  
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Appendiks A:  
Robert Davis, 1975, Cognitive processes involved in solving simple algebraic equations 
Hele artiklen handler om en episode med en dreng fra 7. klasse (7. grade) i en klasse for specielt begavede 
børn med dygtige lærere. Henry konfronterer efter et 13 ugers forløb med algebra sin lærer med en ligning 
han ikke kan løse. De løser ligningen sammen, og det viser sig at Henry laver nærmest alle tænkelige fejl 
undervejs.  
I denne klasse er matematikindlæringen ikke tænkt på sædvanlig måde, men ved at eleverne selv finder 
frem til ”regneregler” på en ”heuristisk måde”, altså ved at lære metoderne på egen hånd f.eks. ved at gøre 
prøve med taleksempler eller lære at forsimple problemerne for så at konkludere hvad man skal gøre. 
Desuden får eleverne ikke så lang tid til at regne type opgaver. Argumenterne er, at det ikke skal blive for 
kedeligt og at klassen er dygtig, så de derfor ikke har brug for så meget regning (kan tænke det selv). 
Artiklen stiller spørgsmål ved om det er den smarteste måde at lære algebra, og konkluderer at eleverne i 
alle fald nok har fået regnet for få opgaver.  
Ligningen som Henry havde svært ved ser ud på følgende måde:    
 
!
 6
 !$#
 
1) Henry ved ikke om 3/x betyder 3:x eller x:3. Lærer forklarer. 
2) Henry benytter den netop lærte betydning på højre-siden, men opskriver 6:3x + 6/1. Lærer viser 
ved taleksempel at det er forkert 
3) Henry forklarer, at han har lært at x’er skal separeres fra tal, og derfor opdeles brøken på denne 
måde. Dette er ikke altid tilfældet, men læreren undlader at kommentere. 
Henry opfatter ikke x’et som et tal, men som noget der bare skal separeres fra øvrige tal. 
4) Læreren spørger om det er brøker der gør det svært, Henry svarer nej, det er x’et i nævneren. 
Lærer giver taleksempel på ”hvordan man slipper af med nævner”, og de bliver enige om at man 
må gange med x på begge sider (x ≠0). 
5) Henry har igen svært ved at benytte det han lige ”har lært” til at få fjernet nævneren på højre side. 
Da han endelig kan se sammenligningen vil han gange med 3 eller x - ikke med hele nævneren.  
6) Da han endelig ganger med hele nævneren på begge sider, 3∙3x+1, glemmer han at gange begge led 
med 3, og han skriver 9 + 1 =   +  9 +  1 =   +  10. 
7) Læreren forsøger at beskrive variablen med figurer, for at få forklaret at den distributive lov. 
8) Nu står der 
6! !$#
 !$#
 og Henry forkorter x’erne væk så der står
6 !$#
 $#
. Lærer korrekser 
9) I ligning står nu 9 + 3 = 6 og Henry forkorter 9x+3-6x til 3 + 3, da der jo er 3x’er til bage. 
I hele forløbet laver Henry altså stort set alle de fejl han overhovedet kan. Artiklen fokuserer på, at det er 
kognitivt meget sværere at løse en ligning, end det er rent matematisk. Selvom man kender mange regler, 
kan det være svært at se hvornår de ”gælder”. Desuden bruges tegnet ”=” forskelligt i start skolen (et 
symbol der betyder at man skal gøre noget) hvorimod man senere skal forstå at noget ”er det samme” men 
skrevet på en anden måde. Metoder som lærere benytter, kan være ”identificer og korreks” med det 
samme ved at hjælpe ”der hvor eleven” er, eller arbejde langsomt frem så eleven forstår det selv i deres 
eget tempo.  
Mat er svært, da der er mange ting man i et sammensurium både skal kunne tænke selv, kende notationer 
og diverse regler. Mat tager bare tid at lære og det er svært ”selv at komme på ideerne”. Man skal have 
gentagelser for at få rutinen og mestre ”heuristisk indlæring” i matematik.   
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Appendiks B:  
Eugino Filloy, Teresa Rojano, 1989, Solving equations: the transition from Aritmetic to Algebra 
Artiklen handler om overgangen fra aritmetisk løsning af ligninger til algebraisk. 
Aritmetisk betyder ”læren om tal”, og med aritmetisk ligning menes derfor en ligninger der kun har  
ubekendt på den ene side (almindeligvis den venstre). Løsning af en sådan ligning kræver derfor kun, at 
man ”flytter” på tallene i ligningen, og ikke på de ”ubekendte”.. Det viser sig at kræve et noget højere 
abstraktionsniveau at flytte på ”ting man ikke ved hvad er”.  
Algebraisk betyder blandt andet læren om matematiske operationer, hvorfor der således i en algebraisk 
løsning af en ligning ligger, at man forstår hvorfor man gør som man gør - at man forstår hvad en ligning 
egentlig er, og hvad ”=” betyder. Man er således også i stand til at operere med ”de ubekendte” 
Almindeligvis er det ikke intuitivt at begynde at ”omskrive” en ligning for at løse den - de fleste vil blot 
forsøge at sætte tal ind og se om det passer.  
I artiklen er en gruppe elever sat til selv at skulle finde ”en model” til hvordan man løser ligninger. De fleste 
kan relativt hurtigt løse ligningen aritmetisk, altså operere med tallene uden 
instruktion, men det at skulle lære hvordan man kan operere med ”x’erne” 
var en udfordring. For at give dem lidt ideer blev de præsenteret for to 
modeller af ligninger, en geometrisk og en balance-model, som skulle give 
dem ideer til algebraisk løsning. 
I den geometriske model blev hver side af ligningen tegnet som ”kasser af x” 
og kasser af ”ikke x”. Ved at sammenligne arealerne på de to figurer, skulle 
eleverne finde frem til hvordan man kan ”isolere” x. 
I balancemodellen bliver x’er og ikke x’er opfattet som vægte i en skål. 
Fjerner man vægte på den ene side, skal der også fjernes vægte på den 
anden for at opretholde balancen. 
I begge modeller bliver x’erne ”gjort til genstande”, hvilket gør det lidt 
problematisk med løsninger der er negative tal, og ikke heltal. Desuden 
skabte automatikken i bevægelserne med x’erne efterfølgende syntaks fejl, 
således at koefficienter lægges sammen/trækkes fra hinanden, selvom de 
ikke har samme ”grad (fx kommer til at omskrive B + Ax = (B+A)x ). 
At lave ”modeller” som giver eleverne en forståelse af ligningsløsning, kan 
ikke komme alene - der skal følge instruktion med for at man opnår den ønskede algebraiske forståelse. En 
af udfordringerne med disse beskrevne modeller er, at ligningen først skal oversættes til billeder. Dernæst 
skal operationerne i ”den nye model” også kunne oversættes tilbage til ligningen. Modellen skal gerne og 
kan være en hjælp i starten, men eleverne skal ikke blive ved med at benytte modellerne.   
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Appendiks C: 
Joelle Vlassis 2002, “The Balance model: Hindrance or support for the solving of a linear 
equation with one unknown” 
 
Artiklen diskuterer om ”balancemodel” er god i forbindelse med at få elever til at forstå hvordan 
og kunne løse ligninger, i første omgang aritmetiske (ligninger hvor der kun forekommer 
ubekendte på den ene side) men sidenhen ikke-aritmetiske (med ubekendte på begge sider af 
lighedstegnet).  Fokus i artiklen er på problemer med løsning af de ikke-aritmetiske ligninger. Det 
er i processen med disse ligninger, at eleverne gerne skulle se fordelene ved ligningsløsning, da de 
aritmetiske ligninger ofte ikke behøves at løses helt for at man kan se hvad resultatet skal være. 
Vlassis refererer til en undersøgelse af en 8 klasse hvor man har brugt 16 lektioner på indlæring af 
ligningsløsning vha. balancemodellen, og efter 8 måneder er vendt tilbage og har set på om 
udvalgte af eleverne kunne huske hvad de havde lært. 
Processen til løsning af de ikke-aritmetiske ligninger opdeles i tre; løsning, skalering og formalisme: 
Løsning: Der fokuseres på problemer som ikke kan løses aritmetisk. Eleven får en forståelse af ”=” 
og dermed til sidst en forståelse af ligningsbegrebet. 
Eleverne får f.eks. tekstopgaver som opskrives til udtryk, der ”skal være lige store”. På denne 
måde får eleverne selv skrevet de ikke-aritmeriske ligninger op. 
Skalering: Der fokuseres på ”hvordan løser vi så problemet”. Det er her balancemodellen 
introduceres, for at forklare hvorfor man skal ”gøre det samme på hver side”. Denne bidrager igen 
til brugen af ”=”. 
Flere elever benytter metoden på deres egen lidt ikke-formaliserede måde - ”fjerne overskydende 
x’er”og samler tal. Andre fjerner bare overskydende x’er, hvorved de kan skrive en aritmetisk 
ligning op de kan løse, nogle få løser ligningen algebraisk. 
Formalisme: Sidste step er formalisme, hvor eleverne lærer hvordan man skriver det op. 
Alle eleverne viser sig at forstå princippet med ”at gøre det samme på begge sider”, selvom de 
laver flere fejl undervejs. 
Fejl: 
Der er flere typer af fejl og udfordringer der går igen hos eleverne, som til dels kan siges at 
udspringe af balancemodellen. Den primære årsag til fejlene ligger i modellens begrænsninger 
med negative tal: 
Negative tal: Den største udfordring er forståelsen af negative tal. Det giver ingen mening at 
snakke om en fysisk ting på en vægt som ikke er der. Negative tal og løsninger forvirrer derfor 
eleverne. 
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Desuden synes eleverne (specielt i starten) altid at de skal ”fjerne noget” og vil således vælge at 
”trække fra” når de skal løse en ligning. Hvis der står x - 3 = 4 ses det ofte, at de trækker de 3 fra på 
begge sider, for at få dem væk.  Fortegnet foran hører ikke til tallet for eleverne. 
  
Konklusionen i artiklen er således, at modellen er god i processen med at forstå ligningsløsning 
matematisk, selvom den har sine begrænsninger specielt med de negative tal. Modellen bidrager 
både til forståelsen af hvordan man gør, men også hvorfor man gør det. Det er lettere at huske, 
når man har billeder på hvad man laver, end når man skal huske en remse om hvad man gør. En 
anden hovedpointe er, at den bidrager til forståelsen af ”=” ikke som ”nu skal du gøre noget”, men 
som et tegn imellem to størrelser der er lige store. 
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Appendiks D:  
Markovits og Sowder, 1991: Students understanding of the relationsship between fractions and 
decimals 
I artiklen gennemgås spørgsmål, resultat og overvejelser omkring en undersøgelse af elevers 
forståelse af forholdet mellem brøker og decimaltals præsentation af rationelle tal, noget elever 
typisk ikke trænes i i skolebøgerne, hvor de ofte vil have om brøker og decimaltal hver for sig med 
få ”oversættelses” øvelser. Undersøgelsen er en del af et større projekt omhandlende blandt 
andet 6. grade elevers forståelse af talstørrelser. 
Forståelsen af forholdet mellem brøker og decimaltal beskrives i tre trin, hvor hvert trin angiver en 
dybere forståelse end det forrige: 
1. En simpel forståelse af at der er en sammenhæng mellem brøker og decimaltal og at de 
kan eksistere i samme udtryk som f.eks. 0,5+½. 
2. Forståelsen af at det er legitimt at oversætte fra den ene repræsentationsform til den 
anden, f.eks. fra 0,5 til ½ og omvendt. 
3. Den fulde forståelse af sammenhængen mellem brøk og decimaltal og dermed evnen til at 
uproblematisk at vælge den mest brugbare i en given situation, f.eks. ½ fremfor 0,5 til at 
estimere 0,52∙789. 
Ti elever fra to gennemsnitlige 6. grade klasser løste en række opgaver og blev undervejs 
interviewet omkring deres valg af løsning. Eleverne blev også i to omgange instrueret (lært) om 
decimaler og brøker. I hver af disse instruktioner var der kun et element, der omhandlede 
forholdet mellem brøker og decimaler. En hvor eleverne oversatte mellem de to og en hvor de 
indsatte brøker og decimaltal på samme tallinje. De øvrige drejede sig om enten brøker eller 
decimaltal.  Elevernes forståelse af forholdet blev testet, i form af enslydende opgaver, før og efter 
forløbet. Undersøgelsen testede altså både elevernes forståelse og elevernes udbytte af den 
instruktion, de fik givet undervejs. 
Eleverne løste otte spørgsmål omhandlende brøker og decimaltal. Vi vil ikke her beskrive alle 
spørgsmål, men udvælge et par centrale. 
Spørgsmål 1: Er ¼ og 0,4 det samme eller er de forskellige? Er ¼ og 1,4 det samme eller er de 
forskellige? 
Spørgsmål 2: Er 1/7 og 1,7 det samme eller er de forskellige? Er 0,5 og 6/12 det samme eller er de 
forskellige? 
Elevernes svar viste de vanskeligheder elever kan løbe ind i, når forskellige symboler 
repræsenterer det samme eller omvendt, når symboler, der ligner hinanden repræsenterer noget 
forskelligt. 
Spørgsmål 4: Hvilket er det rette svar til 5+½+0,5? 
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Eleverne fik en række svarmuligheder, herunder 5,5 og ”det kan ikke løses.” En del elever mente 
ikke at det kunne løses, da man ikke kunne lægge brøker og decimaler sammen, det var to 
forskellige ting. (Noget de jo blandt andet træner meget i opgaver, hvor de skal lægge forskellige 
ting sammen - æbler kan ikke lægges sammen med pærer o.s.v. vores note). Andre elever mente 
godt, at stykket kunne regnes ud, men fik resultatet 5,5 ved at springe over brøken, med samme 
argument som ovenfor. 
Spørgsmål 7: Er der brøker mellem 0,46 og 0,47? Er der decimaler mellem 0,46 og 0,47? 
Elevernes svar viste her to forskellige vanskeligheder. Den ene viste sig hos elever, der svarede ja 
til det ene og nej til det sandet. Sådanne svar viser hen på et problem i forståelsen af forholdet 
mellem brøker og decimaltal. Det andet er en tallinje forståelse. Denne viste sig hos elever, der 
ikke mente, der var brøker og decimaltal imellem. 
Spørgsmål 8: Her skal eleverne skravere henholdsvis ½ af antal æbler og 0,5 af antallet. Der er 12 
æbler. 
Et af elevernes svar i interviewet efterfølgende er interessant. Eleven kan godt skravere ½ af 
antallet af æbler og skraverer 6. Eleven kan også forklare at ½ er det samme som 0,5. Men eleven 
mener ikke man kan skravere 0,5 af æblerne, for hvis man skal skravere 0,5 skal man have 10 og 
det har man ikke her, man har 12. Decimaltal handler altså om tiendedele.   
Undersøgelsens resultat 
Efter forløbet var der færre, men stadig nogle elever, der var i tvivl om hvorvidt brøker og 
decimaltal måtte være til stede i samme udtryk. Det vil sige, at de ikke mestrede det første trin i 
forståelsen af forholdet mellem brøker og decimaltal. Samtid lod det dog til at nogle af de elever, 
der havde svært ved dette, mestrede dele af det andet trin, nemlig at de i nogle tilfælde kunne 
oversætte mellem en decimal og en brøk og gøre det korrekt. 
Undersøgelsen viste også at elevernes transfer mellem brøker og decimaltal blev bedre under 
forløbet, hvilket tyder på en forbedring af niveau to. 
I forhold til niveau tre, hvor eleverne skal have forstået forholdet så godt, at de ubesværet kan 
vælge den mest hensigtsmæssige repræsentation for et ”tal,” viste svarene på spørgsmål 8, at 
eleverne endnu ikke var i stand til at vælge en anden repræsentation, end den de blev forelagt.    
Artiklens konklusion 
Vi kan ikke forvente at elever lærer det egentlige forhold mellem brøker og decimaltal, nemlig at 
de forskellige repræsentationer for det samme objekt, hvis vi ikke gennemgår det for dem. Det er 
ikke nok at træne brøker og decimaltal hver for sig. Og det er heller ikke nok at give dem nogle få 
gange med oversættelse i mellem. Når de oversætter i mellem er det heller ikke sikkert at de 
indser, at det er det samme. De kan godt tro at det netop er forskellige ting, der oversættes i 
mellem. Til gengæld viser det sig, at den smule instruktion, der blev givet undervejs i dette forløb, 
var nok til at rykke nogle elevers forståelse. 
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Appendiks E:  
Michael Mitchelmore and Paul White, 2004: Teaching mathematical concepts: Instruction for 
abstraction. 
Hvordan læres matematik 
Artiklen er en redegørelse for hvor stor en rolle, det at abstrahere, spiller i elementær matematik 
samt en beskrivelse af en metode, hvorpå man som lærer kan undervise i abstraktion. 
Forfatterne lægger ud med en grundig redegørelse for det centrale begreb empirisk abstraktion, 
der illustreres af en beskrivelse af 6-årige Elise, der over en periode på 3 uger går fra ikke at kunne 
tælle videre fra 10 når hun skal løse additionen 10+3 og derfor kun kan løse stykket, hvis hun kan 
se alle de elementer hun skal tælle og derfor tælle dem i samme sekvens, til efterfølgende 
uproblematisk at kunne addere 12 og 4 til 16 ved at tælle videre fra 12. Elise har altså reificeret 
det matematiske koncept ”størrelse.” Forfatterne mener, at hun har kunnet gøre det, fordi hun 
har afprøvet det at tælle så mange gange og hver gang oplevet, at når hun talte efter, var 
resultatet det samme og deraf kunne konkludere, at ”størrelser” er stabile. Derfor er størrelser 
ikke længere nødvendigvis noget hun skal tælle forfra hver gang, men kan være et objekt. 
Forfatterne mener yderligere, at Elise kun kan være nået til denne abstraktion som konceptet 
”størrelse” er, ved selv at have gjort erfaringer med at tælle. 
Ifølge forfatterne gælder det for al elementær matematik, at det netop læres gennem en sådan 
empirisk abstraktion som ovenfor beskrevet. Det samme vil gælde for forståelsen af cirkler, der 
kræver erfaring med runde ting. De nævner tilsvarende areal og ændringshastighed, det sidste dog 
noget man først arbejder med i videregående matematik. 
I matematikken bliver de empiriske koncepter formaliseret til præcise matematiske koncepter. For 
eksempel en cirkel der kan beskrives entydigt ved en mængde af punkter i en given afstand fra 
centrum. Det øjeblik det empiriske koncept er blevet til et matematisk koncept vil det være lettere 
at manipulere, og deri ligger netop matematikkens store styrke. 
De matematiske koncepter kan deles i: 
1. Abstrakt-general idé der er en abstraktion over noget ”virkeligt.” 
2. Abstrakt-apart idé der er en abstraktion over en formel idé. Hvis denne formelle idé ikke 
giver nogen mening, vil abstraktionen heller ikke kunne give mening. 
For nogle elever vil den sidste abstraktion give vanskeligheder, enten fordi de ikke kan 
relatere abstraktionen til et bagvedliggende empirisk koncept eller fordi de aldrig har 
dannet det empiriske koncept. Denne konklusion bringer forfatterne videre til arbejdet 
med videregående matematik. 
Problemer med en del af nuværende matematikundervisning. 
Videregående matematik må nødvendigvis bygge på et fundament af empiriske koncepter. I 
meget undervisning ses dog et af to problemer. Enten læring, der ikke bygger på empirisk 
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abstraktion. Eller læring (konstruktivistisk) der bygger på empiriske erfaringer, men uden at 
eleverne bliver instrueret i at danne abstraktioner på baggrund af deres erfaringer. 
Forslag til undervisning, der bygger på empirisk abstraktion 
Instruction for abstraction er en læringsredskab i fire trin. Første er at eleven skal gøre sig 
erfaringer med flere relevante elementer hvorfra abstraktionen kan skabes. (Vinkler ved døre, 
sakse, ure…) Andet er at eleven skal se og forstå de fællestræk, der er mellem de enkelte 
elementer, som netop er det abstraktionen skal bygge på. (Se fællestrækket ved vinklen ved døre, 
sakse…). Tredje trin er hvor eleven reificerer konceptet, så abstraktionen bliver et objekt i sig selv 
(en vinkel) og sidste trin er applikation hvor eleven kan bruge abstraktionen som redskab til at løse 
og forstå problemer. 
Forfatterne slutter af med at gennemgå positive resultater af undervisning gennemført ud fra de 
ovenstående principper. Der har dels været tale om undervisning indenfor decimaler og 
procentregning. De nævner også et Hollandsk koncept REM, der arbejder ud fra tilsvarende 
principper. Deres samlede konklusion er at matematiklæring skal lægge større vægt på empirisk 
abstraktion.  
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Appendiks F:  
Natasa Sirotic og Rina Zazkis, 2007: Irrational Numbers: the Gap between formal and intuitive 
Knowledge 
Undersøgelsen 
Artiklen er en beskrivelse af en undersøgelse af kommende læreres forståelse af de irrationelle tal. 
De fokuserer i undersøgelsen især på følgende tre områder: 
1. De irrationelle tals densitet. 
2. De rationelle og de irrationelle tals placering på den reelle akse. De to talmængders 
kardinalitet. 
3. Effekten af addition og multiplikation af irrationelle tal. (vil resultatet altid være 
irrationelt). 
Deltagerne besvarer spørgsmål og bliver efterfølgende interviewet om deres svar. Spørgsmålene 
følger tre spor, der tester deltagerne i hver af de tre ovenstående områder og sidst om der er 
konsistens i det de svarer i hver af de tre. Konsistens, og især inkonsistens, kan ifølge forfatterne 
afsløre meget om deltagernes forsøg på at rationalisere deres viden med deres intuition. 
Eksempel på spørgsmål: (vi kommer ikke ind på alle spørgsmål, men vil prøve at fremhæve nogle, 
der kan eksemplificere hvordan forfatterne gennem at finde inkonsistenser mellem deltagernes 
svar, argumenterer dels for deltagernes misforståelser og dels for, hvordan disse misforståelser 
kan skyldes, at deltagernes formelle træning er for lille.)  
a. Hvilket er tættest, de irrationelle tals mængde eller Q? 
b. Hvad er sandsynligheden for at et tilfældigt tal mellem 0 og 1 tilhører Q? 
Svarene på ovenstående kan vise både idé om kardinalitet, og (in)konsistens mellem svar. 
Det sidste for eksempel hvis en deltager mener at mængden af de irrationelle tal er 
tættest, men mener sandsynligheden for at et tal tilhører denne mængde er lige så stor 
som sandsynligheden for at det tilhører Q.  
a. Er det sandt eller falsk: Det er altid muligt at finde et rationelt tal/irrationelt tal mellem to 
tal. 
b. Hvis man lægger to positive irrationelle tal sammen, er resultatet så altid irrationelt? 
Resultater 
Der blev fundet inkonsistens mellem deltagernes intuition omkring talmængdernes tæthed og 
kardinalitet, regneoperationer indenfor og imellem mængderne og hvordan tal fra hver mængde 
placeredes på den reelle akse. Ifølge forfatterne er inkonsistenserne typisk tegn på misforståelser. 
Denne tese er central i undersøgelsens konklusion. Nedenfor følger en uddybning af deltagernes 
argumenter (og inkonsistenser) indenfor de tre emner. 
Ad 1. De irrationelle tals densitet, eller sammenligning af ”kardinalitet” af de rationelle og de 
irrationelle tals mængde. Ca. halvdelen mener at de irrationelle tal er flest, men meget få 
argumenterer. Misforståelser omfatter blandt andet: Rigtige resultater som følge af 
 
72 
fejlopfattelser, det mest udbredte er konklusionen om at sandsynligheden for at finde et rationelt 
tal mellem 0 og 1 er lig/tæt på 0, fordi der er endeligt mange rationelle tal og de irrationelle tals 
antal er uendelig. Da de deltagende ifølge forfatterne let burde kunne se at også de rationelle tals 
antal er uendeligt i og med at de ved, at de naturlige tal er endelige. Selv hvis deltagerne regner 
indenfor interval 0-1 vil de have 1/n. Forfatterne overvejer derfor, om ikke deltagernes 
tilbøjelighed til at beskrive Q som endelig skyldes deltagernes forsøg på at skabe mening i en 
intuitiv vanskelig situation. To uendelige mængder af forskellig kardinalitet. Nogle deltagere 
argumenterer for at begge mængder er lige tætte. Der er en større del af dem, der er konsistente 
og også mener at sandsynligheden for at tallet mellem 0 og 1 er rationelt er 50%. Til sidst er der 
deltagere, der mener at Q er størst. Disse argumenterer ofte med at der er uendeligt mange Q, 
men at de kun kender få irrationelle tal som  og √2. Også blandt disse er der en større konsistens 
mellem hvad de mener er at tætheden på rationelle og irrationelle tal og den sandsynlighed, de 
giver for at et tilfældigt tal er rationelt. 
Ad 2. Om de rationelle og de irrationelle tals placering på den reelle akse. Deltagerne svarer mere 
intuitivt end formelt på spørgsmål om der mellem to rationelle/irrationelle tal er henholdsvis et 
irrationelt tal og et rationelt tal. En del begrundelser er inkonsistente med deltagernes formelle 
viden.  For eksempel er der nogle, der argumenterer med, at da Q er endelig og de irrationelle tals 
mængde er uendelig, må der nødvendigvis findes irrationelle tal uden et rationelt tal imellem. 
Forfatterne argumenterer for at grunde til misforståelserne kan være, at det er intuitivt svært at 
forstå, at Q kan være alle steder tæt, men samtidig have plads til uendelig mange irrationelle tal. 
Det kan også være begrebet tælleligt, der får deltagerne til at tænke på en endelig mængde 
fremfor en mængde, der har en til en korrespondance til N. Derudover kan det være svært at 
forestille sig flere ”størrelser” af uendelighed. Forfatterne argumenterer også for at deltagerne 
som et forsøg på at skabe mening mellem den formelle viden om at Q er uendelig og det faktum at 
Q og de irrationelle tal har forskellig cardinalitet, nogle gange beskriver de rationelle tals mængde 
som ”tæt” og andre gange som ”tynd.” 
Ad 3. Effekten af addition og multiplikation af irrationelle tal. (vil resultatet altid være irrationelt). 
Over halvdelen svarer forkert på om henholdsvis addition og multiplikation mellem to irrationelle 
tal altid vil give et irrationelt resultat. Også her gives begrundelser, der er inkonsistente med 
deltagernes formelle viden. Deltagerne argumenterer med at produkt eller sum af to uendelige 
(nogle siger også uendelige, ikke periodisk) tal, må give et uendeligt tal (evt. ikke periodisk).  
Forfatterne forklarer den store fejlrate med at deltagerne endnu ikke har gjort de irrationelle tal til 
et objekt (reificeret det). Et uendeligt tal ses derfor som fortsættende i tid og selve processen med 
at multiplicere og addere vil derfor også strække sig uendeligt i tid og må derfor være irrationelt. 
Hvis deltagerne der i mod havde reificeret de irrationelle tal (kunne se dem som et objekt, der 
allerede eksisterer, men hvis repræsentation i decimalform vil strække sig uendeligt), ville de ikke 
kunne argumentere sådan. Få deltagere argumenterer konsistent med formel viden på følgende 
måde V2 + √3W + V2 − √3 W = 4. Argumenter af denne type viser ifølge forfatterne, at deltageren 
netop har reificeret de irrationelle tal og er i stand til at se tallet som et objekt, snarere end som 
en uendelig proces. 
Konklusion: 
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Deltagernes svar på spørgsmålene og især inkonsistensen mellem nogle af deres svar, og det at de 
i mange tilfælde ligger stor vægt på den uendelige decimaltalsrepræsentation, viser at mange 
deltagere har en mere procesurel end objekt-mæssig forståelse af de irrationelle tal. Dette kan 
skyldes at deltagerne (lærerstudenrende i det hele taget) har for lidt formel læring. Forfatterne 
tilskriver altså blandt andet inkonsistensen, at deltagerne har en formel viden om at de irrationelle 
tals mængde er større, men ikke har en egentlig forståelse (reificering) af de irrationelle tal. 
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Appendiks G:  
Efraim Fischbein et al., 1995: The Concept of irrational Numbers in High-School Students and 
prospective Teachers. 
Artiklen er en undersøgelse af 9. grade, 10. grade og lærerstuderendes forståelse af især 
irrationelle tal. 
Forfatterens hypotese er, at der på grund af en manglende gennemgang i grundskolen af de 
irrationelle tal, kan være elever, der har problemer med at forstå de irrationelle tal og især de 
irrationelle tals forhold til andre tallegemer. Forfatterne mener, at eleverne har brug for at se det 
matematiske system som et hele for at forstå de enkelte elementer, som for eksempel de 
irrationelle tal. 
Forfatterne nævner at der er en udbredt forventning om, at det er intuitivt svært at forstå 
irrationelle tal p.g.a. flere mod-intuitive elementer. Det gælder blandt andet den irrationelle og 
den rationelle talmængders forskellige kardinalitet, der betyder man skal acceptere forskellige 
”størrelser” af uendelighed, og at det er intuitivt svært at forestille sig, at der er størrelser, der er 
umålelige/usammenlignelige (inkommensurable). 
Undersøgelsen bygger på spørgsmål til og efterfølgende interview af elever fra 9.grade, fra 10. 
grade og collegestuderende. Spørgsmålene deler sig i to grupper, der undersøger henholdsvis 
elevernes formelle viden om de irrationelle tal og elevernes intuitive fornemmelse af de 
ovenstående to aspekter ved irrationelle tal. 
Den formelle viden. 
Eleverne bedes først om at kategorisere en række tal i forskellige klasser. For eksempel er der 
spørgsmål om at placere  , − 
N
 , 0,12122 …. enten tal, rationelle tal, irrationelle tal og/eller 
reelle tal. Her er det interessant både hvor tallene placeres og om elever vil placere samme tal 
som både rationelt og irrationelt eller hverken eller. Konklusion: begreberne heltal, rationel, reel, 
positiv blandes sammen - iflg forfatterne p.g.a. den manglende forståelse af de irrationelle tal, der 
bliver en mangel i systemet. 
En anden måde at undersøge elevernes formelle forståelse af de irrationelle tal er ved at bede 
eleverne give en definition. Her er de mest almindelige fejl elever der mener, at de rationelle tal 
har et endeligt antal decimaler, mens de irrationelle har et uendeligt antal. Periodiciteten i de 
rationelle tals decimaler er gledet ud af de flestes forståelse. Andre fejl: Rationelt er 
positivt/irrationelt negativt. Irrationelt ikke et helt tal. Der er en tendens til at det irrationelle 
opfattes som det mere ”skæve” (negative, ikke helt). Kun få 9. og 10. grade elever har definitionen 
af reelle tal korrekt, men en stor del af collegestuderende kan sige at det er både irrationelle og 
rationelle tal. 
Til sidst blev eleverne dels bedt om at overveje hvor mange punkter der var af hver tallegeme på 
et ret linjestykke, dels bedt om at overveje korrespondancer mellem punkter på tallinjen og de 
forskellige legemer og dels bedt om at sammenligne tætheden (kardinaliteten) af de forskellige 
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tallegemer. Svarene viste at en del elever i 9 og 10 grade og college var forvirrede omkring 
mængderne Q og de irrationelle tal og deres indbyrdes forhold. For eksempel mente en, at der er 
lige mange, fordi begge mængder er uendelige. Andre begrundede det med at der for to rationelle 
tal er et irrationelt, mens en mente, at der er flere irrationelle tal, fordi der for hvert rationelt tal 
er 9 irrationelle. 
  
Den intuitive forståelse 
Her undersøgtes to ting. 
1. Er det intuitivt svært at acceptere at uendelighed kan have forskellig ”størrelse”? 
2. Er begrebet umålelige/usammenlignelige størrelser modintuitivt? 
Ad 1. I forhold til hypotesen: ”Det er intuitivt svært at acceptere at to mængder kan have 
hver sin grad af uendelighed”, viste det sig, at ingen af de adspurgte nævnte dette 
problem. Derfor er hypotesen ikke bekræftet. De fleste elever på alle niveauer kan nævne 
at der mellem to punkter på en ret linje vil være både uendeligt mange rationelle tal og 
uendeligt mange irrationelle tal. Den intuitive vanskelighed der var antaget omkring at 
mene dette, viste sig ikke at gælde disse personer 
Ad 2. Hypotesen: ”Begrebet umålelige/usammenlignelige størrelser er mod-intuitivt” blev 
undersøgt ved hjælp af to spørgsmål. 
a. Er det altid muligt at finde en fælles enhed for to linjestykker AB og CD af forskellig længde. 
Det vil sige et stykke der ved iteration kan dække begge) 
b. Er det muligt at finde en fælles enhed for siden af et kvadrat og dets diagonal. 
Meget få elever fra 9 10 og college var i stand til at acceptere at to størrelser kan være 
usammenlignelige og forfatterne konstaterer, at meget få elever ved, at de rationelle tal 
netop er det numeriske udtryk for umålelighed (inkommensurabilitet). Hovedårsagen til 
det er ifølge forfatterne, at eleverne ikke bliver introduceret for dette. Eleverne får udvidet 
deres talbegreb fra de naturlige til de rationelle til de reelle, uden at komme ind på de 
irrationelle. Det er ifølge forfatterne ikke rigtigt, at dette skyldes, at det er intuitivt svært at 
forstå, da det er meget få elever, der eksplicit begrunder med at en fælles enhed altid kan 
blive fundet. 
Forfatternes konklusion om, at det ikke var det intuitive der voldte problemer, blev bekræftet ved 
også at spørge en klasse med psykologistuderende. 
Konklusion: 
Matematikundervisningen fokuserer ikke nok på at give elever en forståelse af det 
sammenhængende system matematikken er, herunder talmængdernes hierarkiske struktur hvoraf 
de irrationelle tal udgør en integreret del. Matematikkens logiske struktur, også indenfor 
talmængder, nødvendiggør inddragelsen af de irrationelle tal. En konsekvens af at undlade dette, 
er at mange elever har et forvirret kendskab til de enkelte talmængder og ikke kan placere det 
enkelte tal som helt, rationelt, irrationelt og reelt. Især gælder det de irrationelle tal, hvor mange 
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ikke kan skelne mellem periodisk og ikke-periodisk uendelige decimaler. I forhold til tesen om, at 
det er det mod- intuitive ved inkommensurabiltet og uendelige mængder af forskellig kardinalitet, 
der gør det svært at forstå de irrationelle tal, mener forfatteren at der ikke er belæg for denne. 
Vanskelighederne skyldtes altså at eleverne ikke fik definitioner nok til at kunne overskue 
legemerne af tal. Forfatterens anbefaling er derfor at elever i grundskoleniveau skal have 
tydeligere læring om talsystemer og deres indbyrdes hierarki. 
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Appendiks H: Michelle J. Zandieh: A Theoretical Framework for 
Analyzing Student Understanding of the Concept of Derivative”  
Artiklen præsenterer en teoretisk ramme til beskrivelse og kvantificering af studerendes forståelse 
af afledet funktion/differentialkvotient. 
Dette gøres med det mål at blive i stand til at analysere en række forhold såsom: den enkeltes 
forståelse sammenlignet med andre studerendes og med den gængse matematiske opfattelse af 
differentialkvotientsbegrebet, lærings og undervisningsstrategier, effektiviteten af forskellige 
pædagogiske tiltag, og endelig evalueringen af differentialkvotientforståelsen i forhold til valg af 
pensum/lærerbøger mm. 
Artiklen handler ikke om den enkelte students indlæringsproces, men skal tjene som en teoretisk 
ramme for undervisning i differentialkvotient til brug for undervisere såvel som forskere. 
Basisforståelsen af studerendes forståelse tager udgangspunkt i det Tall og Vinnerske 
begrebsbillede, men den af Vinner og Dreyfus foreslåede strukturering i begrebsbillede mener 
forfatteren ikke kan dække det komplicerede i begrebsforståelsen af en differentialkvotient, der 
skal noget mere til.  Hiebert og Carpenter 1992 angiver ”a mathematical idea or procedure or fact 
is understood if it is part of an internal network…The degree of understanding is determined by 
the number and strength of the connections”, hvilket menes er konstruktiv måde at se forståelsen 
på. 
 Den opbyggede forståelsesramme er udviklet på baggrund af observationer af studerende, lærere 
og studier af pensum og didaktiske disponeringer fra helt traditional undervisning til meget 
eksperimenterende undervisning, og forfatteren mener, at den opbyggede forståelsesramme kan 
anvendes bredt af både undervisere og forskere. 
Teorirammen for forståelse præsenteres og indeholdende to hovedideer, som så udfoldes i 
forhold til et sæt af repræsentationer - grafisk hældning, verbalt som øjeblikkelige 
væksthastighed, fysisk som hastighed eller fart eller til sidst som symbolsk i form af grænseværdi 
for differenskvotienten. 
 Første ide er at forskellige repræsentationer af begrebet kan støtte den studerendes opnåelse af 
god overenstemmelse mellem begrebsbillede og begrebsdefinitionen. Zandieh diskuterer kort 
hvorvidt ordet repræsentationer er et udtryk for at der er noget fælles bagvedliggende eller om 
repræsentationerne er alt der er.  Begrebet betegnes desuden som havende 3 forskellige lag - 
kvotient, grænseværdi og funktion, altså en hældning på en tangent, en grænseværdi for en 
størrelse og en afledet funktion. 
Anden ide er Anna Sfardsk proces-objekt baseret.  Dette udfoldes nu i forhold til de tre lag, altså 
at kvotient, grænseværdi og funktion alle har både en processuel side og en objekt side. 
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Forfatteren beskriver hvordan man kan opbygge en hel kæde af proces-objekt led startende fra 
kvotienten, over grænsen og til sidst til en fuldt reificeret forståelse af den afledede funktion. 
Problemer kan dog opstå hvis noget i denne kæde ikke indlæres fuldt ud og dette kaldes pseudo-
objekter. Så kan der opstå en ”gestaltisk” repræsentation, betydende en overordnet ide uden 
bagvedliggende struktur, men begynder den studerende at få styr på den underliggende struktur 
begynder overgangen ti l ægte proces-objekt forståelse. 
Med udgangspunkt i funktionsbegrebet gennemgår Zandieh nu en række relaterede ideer fra 
litteraturen. Der gennegås  Monks 1992 punktvise kontra brede forståelse og den meget Sfard lig 
beskrivelse af proces-objekt dualitet i Beidenbach et al 1992, bortset fra at navngivningen 
sluttende med ”encapsulated” ligger tættere på det Piagetske forlæg. Thomson 1995 ideer for 
indlæringen af funktionsbegrebet som en proces hvor man med stigende tempo kan gennemløbe 
funktionsværdier for til sidst at opfatte funktionen som en sammenkædning af to mængde 
beskrives. 
Zandiehs egen model indeholder ikke kun decideret 3-stadier for indlæringen, som 3 af det hun 
kalder lag - kvotient, grænse og funktion, men også en overordnet to-deling af beskrivelse af en 
funktion - som to destinkte proces-objektpar: processen med at finde en funktionsværdi og så 
konceptet funktionsværdi og processen covarians og så objektet funktion som sammenhængen 
mellem to mængder. Dette udfoldes herefter for hver af de tre lag. Herefter kommer en serie af 3 
eksempler på klassificeringen - Ændringshastighed, hældning og bevægelse. 
Metoder og data præsenteres nu. Zandieh har arbejdet indgående med 9 studerende som hun har 
fulgt igennem 9 måneder, lavet interview i starten, midt og til slut samt analyseret prøvedata fra. 
De studerende beskrives som næsten alle særdeles dygtige, og da de er fra samme klasse antages 
at det udelukkende er de studerendes forskellige evner der bliver afspejlet i forskellighederne i 
data og ikke som et resultat af forskellige undervisningspraksis. 
Selve det praktiske i det opbyggede teori-værk bliver nu præsenteret. Et afkrydsningsskema med 
en to-lags graduering af forståelsen via åbne hhv. lukkede cirkler. Data bliver præsenteret i en 3X5 
matrix, med de 3 tre lag fra før som rækker og søjler med repræsentationer altså  grafisk, verbal, 
fysisk, symbolsk og andre.  Zandieh præsenterer hvordan man arbejder med skemaet vha. 
eksempler på gennemgang af student udtalelser.  Udviklingen fra samtale til samtale præsenteres 
også og læseren får visuelt syn for at de studerende faktisk lærer noget. 
Forfatteren analyserer nu alle interview i forhold til hvilken repræsentation der er de studerendes 
foretrukne for at få et billede af om der er en af repræsentationerne de studerende lettere 
forstår, og konklusionen er at i starten forstår de studerende afledet som en hældning og 
næsthyppigst som væksthastighed.  Igennem deres kursustid ændres dette så 8/9 har 
væksthastighed som foretrukne repræsentation. Det bemærkes at meget få anvender eller 
overhovedet forstår den formelle definition - grænseværdien af differenskvotienten. 
Herefter angriber forfatteren den anden hovedide nemlig de to proces-objektpar der blev 
defineret i starten.  Til at starte med diskuteres hvordan elever kan have overfladisk forståelse 
objekt-forståelse, den såkaldte pseudoobjektforståelse, og der gives et antal eksempler i forhold 
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til kvotientbegrebet men primært fra andres studier hvor specielt Confrey og Smith 1994 og 
Thomson 1995 bliver nævnt.  Zandiehs egne data inddrages under analysen af pseudo-
objektforståelsen for sammenhængen mellem kvotienten og grænseværdien. Det trækkes frem at 
næsten ingen kan håndtere underliggende struktur for grænseværdien, altså hvordan man laver 
grænseovergang. 
Til sidst gennemgåes funktionslaget og forfatteren påpeger at kun to elever har opnået delvis 
forståelse af hvorfor den afledede er en funktion. 
Konklusionen indeholder en sammenfatning den hovedpointe at elever kan arbejde lang tid med 
pseudo-objekter eller meget svag forståelse af grundlæggende strukturer og alligevel slippe af 
sted med det.  Den foreslåede systematik i forhold til kortlægning af elevers forståelse pointeres 
havende anvendelse meget bredt i undervisningsverdenen hvor forfatteren til sidst specifikt peger 
på at anvende metoden til studerendes forståelse af integralregning eller differentialligninger. 
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Appendiks I:David Tall: The Transition to advanced mathematical Thinking: 
Functions, Limits, Infinity and Proof. 
Avanceret matematisk tænkning karakteriseres i første omgang som havende to sider: præcise 
definitioner og logiske deduktioner.  At opnå evne til denne højre matematiske tænkning 
beskrives som en svær overgang og traditionelt bygger overgangen på at man starter i det små 
med simple beviser og relativt enkle matematiske koncepter som så formaliseres og indsættes i 
teoretisk ramme på universitetet. Overgangen skaber mange problemer for de studerende som 
måske arbejder med forskellige forståelser af et begreb som kan føre til mere eller mindre 
alvorlige kognitive konflikter der kan hæmme indlæringen. 
Artiklen følger koncepterne: funktion, grænseværdi, uendelighed og bevis igennem begreberne 
krøller på hjernen, begrebsbillede kontra begrebsdefinition og kognitive rødder. 
”Krøller på hjernen” har baggrund i den historiske udvikling af matematiske begreber, og det skal 
forstås som snublesten der ligger indenfor et begreb og som måske endda også har været 
snublesten for matematikere op igennem tiden. Det skal ikke tages som at alle krøllerne på 
hjernen altid har været der, men som et udtryk for at der er sider af begreber som for mennesker 
GIVER krøller op hjernen. 
Begrebsbillede og begrebsdefinition er hentet fra Tall og Vinner 1981 og skal i denne artikel 
bruges til at illustrere hvordan studerende kan arbejde med et begrebsbillede der er langt fra 
begrebsdefinitionen og specielt hvordan overgangen til mere formel definitionsbaseret viden kan 
give problemer da de studerende skal forstå indholdet af definitionerne ud fra deres 
begrebsbilleder og ikke ud fra begrebsdefinitioner! 
Kognitive rødder ses som det bedste sted at starte når man skal tilegne sig avancerede 
matematiske begreber.  Forfatteren forkaster matematiske definition som kognitiv rod for i stedet 
at gå på jagt efter en grundopfattelse der er tættere på den studerendes nuværende forståelse og 
som lader sig kognitivt udfolde og formalisere sidenhen. 
Artiklen går nu i gang med de 4 begreber som bruges som eksempler på overgangen til den 
avancerede matematik, og leder efter både hvad der kan give krøller på hjernen og hvad der kan 
fungere som kognitiv rod i hvert tilfælde. 
Funktionsbegrebet.  Beskrives som et ældgammelt begreb der kun i de sidste 300 år rigtigt har 
taget form. Begrebsdefinitionen har skabt vanskeligheder og kan ikke danne kognitiv rod.”New 
math” gruppeteori-definitionen trækkes frem og diskuteres ligesom den mere almindelige 
sammenhæng mellem en afhængig og uafhængig variabel diskuteres. Der listes en række 
problemer f.eks. med diskontinuerte funktioner og gaffelfunktioner, grafer med måske lodrette 
stykker og konstante funktioner.  Der diskuteres også de store problemer studerende har med at 
lave algebraiske operationer på funktioner. Selv matematiklærere har problemer med 
funktionsbegrebsforståelsen - masser af krøller på hjernen, så hvad skal man stille op? Kunne 
computeren - en grafisk lommeregner eller lign. måske hjælpe? En række visualiseringsmuligheder 
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diskuteres og specielt diskuteres hvordan et forskningsprojekt satte studerende til at 
programmere funktioner i et unix-program som de så også kunne se grafisk. Dette understøttede 
en processuel forståelse af funktionsbegrebet hvilket forfatteren går videre til at sige er en 
passende kognitiv rod - at forstå en funktion som en proces. 
Grænseværdi - beskrives som definerende for den avancerede matematik.  Et begreb som ikke lige 
lader sig forstå, og som har uundgåeligt både indlæres med stor risiko fejlagtigt og højst 
sandsynligt gradvist. Der er de sproglige vanskeligheder i form af ordet grænse som noget man 
ikke kan overskride, at karakteristika ved hvert led i en række også må holde for grænseværdien 
og krøller på hjernen i form af ideer om at rækker som 0,9-0,99-0,999-0,9999 … altid vil holde sig 
under 1. 
Det beskrives hvordan forsøg op at bruge almindeligt hverdagssprog og billeder vil skabe 
problemer for konceptualiseringen, hvor Ortons grænseværdi-trappe nævnes og vises som førte 
til at de studerende ikke opfattede en ret linje som slutprodukt, men derimod en trappe med 
uendeligt antal trin. Indførelsen den formelle definition hjælper ikke på sagerne. Hvad betyder 
vilkårlig lille? Er der tal der er mindre end normale tal? Samme ide giver δx og andre 
infinitisimaler. 
Variationer i forståelsen af grænseværdi hos de studerende diskuteres og specielt hvordan selv de 
allerdygtigste elever ikke kan brug den formelle definition til ret meget i indlæringen. 
Men hvad gør man så? Kan computeren hjælpe? Nej, der løber man ind i præcisionsproblemet 
eller at resultaterne kommer ud på mærkelige ikke genkendelige måder. 
Som kognitiv rod afvises helt og holdent grænseværdi, og i analyse i stedet bruge begrebet 
”ligehed” hvor tanken er at hvis en funktion er differentiabel er den lokalt lige. Dette beskrives 
gjort i et computerprogram hvor man helst også skal kunne arbejde med meget krøllede 
funktioner eller zoome ind på et knæk i en graf for at få ideen om at man kan grænseværdi fra 
højre hhv. venstre. 
Uendelighed - det begreb der giver flest ”krøller på hjernen”. Ikke nok med at det er et svært 
begreb, der er også flere tolkninger af uendelighed. Der er kardinalitetsuendelighed som betegnes 
som ”faktisk” uendelighed og der er potentiel uendelighed som potentiel uendelighed vist typisk 
igennem brugen af ∞ tegn i grænseovergang.  Kardinalitet afvises som kognitiv rod da begrebet 
ikke tager udgangspunkt i almindelig hverdagsopfattelser - f.eks. at 2ℵ0 = ℵ0 er meget svært at 
forstå for et barn der tænker på hvor mange små prikker der kan sættes på en vis længde eller 
den dobbelte længde. 
Forfatteren bringer nu ikke standard analyse på banen som en måde at arbejde med uendelige 
store og uendelig små størrelser på en mere intuitiv måde. Et tal N vælges i en talmængde der er 
større end de reelle tal, og hvis N så definerer samlet længde på et linjestykke der er delt op i 1/N 
delstykker, så må linjestykket være uendelig stort og 1/N uendelig lille. Et sådant tal overholder i 
ikke-standard analyse almindelige regneregler. Der gives herefter flere eksempler på brugen af 
denne type uendelighed som betegnes som målelig uendelighed. 
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Hos studerende er opfattelserne af uendelighed mange og forskellige og det beskrives hvordan 
man kan i møde gå lidt af vanskelighederne ved overgangen til et mere formelt korrekt 
uendelighedsbegreb ved at diskutere de intuitive konflikter der opstår når 2∙uendelig stadig blot 
er uendelig eller at der er uendelig mange prikker på en tallinje selvom du selv kun kan sætte et 
endeligt antal uden de rammer hinanden. 
Til sidst nævnes at også lærere har vanskeligheder med begrebet. Der gives ingen kognitiv rod for 
uendelighedsbegrebet. 
Det matematiske bevis - den euklidiske geometri er ikke længere en del af engelsk pensum, så 
fokus på almindelige geometriske beviser er væk. Også i USA er rumgeometrien nedjusteret 
hvorfor mange studerende ikke har så mange beviser længere. Det matematiske bevis er 
udfordrende ikke kun fordi man skal forstå hvad beviset går ud på, men også fordi man skal forstå 
om de slutninger der gøres er korrekte og så til sidst hvorfor beviser er nødvendige. Der gives nu 
eksempler på elevers præferencer indenfor beviser, for hvor let der kan opstå fejlopfattelser og 
hvordan visuelle beviser kan opfattes som mindre gyldige end algebraiske beviser. Artiklen 
beskriver hvordan man kan designe undervisning som støtter de studerende i at blive bedre til 
beviser. Det gælder om at undervise eleverne i at argumentere. Trin kunne være ”overbevise sig 
selv”, ”overbevise en ven” og så til sidst ”overbevise en fjende”, og så i den udvidede version  -
”diskuter resultatet”. Disse typer undervisning kræver en meget stor indsats fra lærerne og tiden 
må vise om de fanger an. 
Artiklen slutter med et sæt af refleksioner. Først giver forfatteren en opfordring til ikke at fortvivle 
over alle disse vanskeligheder, men vi skal anerkende at eleverne ikke kan lære mindst 3000 års 
udvikling af matematikken uden at vi tager hensyn til deres kognitive udvikling. 
Forskningen citeret i artiklen mener forfatteren bygger på en række implicitte antagelser, 
antagelser vi kan afdække ved at indsamle empiri og 1) afdække den kognitive udvikling af 
matematiske begreber hos de studerende, 2) finde ud af hvordan denne kognitive udvikling rent 
faktisk sker - via proces - via ”encapsulation” -  via udtrækning af egenskaber fra definition, via 
logiske deduktioner eller via sammenhængen mellem repræsentationsformer (Metoderne er ikke 
hierarkiske), 3 designe og teste undervisning der understøtter den kognitive rekonstruktion i 
udvikling af matematisk begrebsforståelse. Indsatsen indtil nu på dette område har en fælles 
besked. De studerende skal støttes til at reflektere over egen videnstilegnelse, så de støttes til at 
arbejde med og løse de kognitive konflikter de uanende kan have undervejs i deres studie. Ved at 
præsentere matematik igennem sætninger med beviser og definitioner viser man de studerende 
hvad  matematik indeholder ikke hvordan matematik skal forstås. 
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Appendiks J: Kristina Juter: Limits of functions - Traces of students´concept images  
I artiklen præsenteres analysen af 112 studererendes forståelse af grænseværdi under et 
førstedels todelt universitetsmatematikkursus. 
Artiklen starter med at motivere undersøgelsen med en diskussion af hvad litteraturen og 
forfatteren selv ved om hvilke problemer studerende har med at tilegne sig 
grænseværdibegrebet.  Begrebets todelte natur påpeges og grænseværdi´s begrebslogiske 
sammenhæng med uendelighed. 
Undersøgelsen er den første af sin art i Sverige. 
Artiklen ønsker at adressere følgende spørgsmål: Hvordan opfatter studerende 
grænseværdibegrebet i forhold til funktioner? Har de studerende en sammenhængende 
begrebsforståelse? Adskiller studerende med høje karakterer sig fra elever med 
middelkarakterer? 
Den teoretiske baggrund for artiklen ligger i det Tall og Vinnerske begrebsbillede hvor forfatteren 
opfatter den studerendes handlinger kan ses som spor af det personlige begrebsbillede. Sfards 
dualitet nævnes som del af begrebsbilledet som i øvrigt ikke opfattes som statisk men derimod 
særdeles dynamisk (Cottrill et al 1996). 
Forfatteren dykker nu ned i hvordan indlæringen af fuld objekt-forståelse af begrebet kan være 
kognitivt udfordrende og måske lade den studerende sidde tilbage med et ufuldstændigt reficeret 
begreb. Studerende kan have et skævt fokus i deres forståelse så de vælger forkerte tilgange i 
problemløsningssituationer. Der påpeges en positiv sammenhæng mellem elevers karakterniveau 
og deres kompleksitet i personligt begrebsbillede. 
Matematikforståelse defineres som evne til at sætte begrebet ind i et såkaldt mentalt netværk 
(Dubinsky) og viden om et begreb defineres som evnen til at bringe begrebet i spil i 
problemløsningsøjemed.(Hiebert and Carpenter) 
Artiklen giver studerendes opfattelse af grænseværdi.  To hovedpointer forfølges. Den første er at 
undervisningen typisk understøtter en ikke formel  proces-orienteret forståelse. Den anden er at 
ordet grænse findes i hverdagsdiskursen. Disse to ting giver anledning til særdeles mange 
problemer med at finde ud af om en grænseværdi er noget der kan nås eller ej. Der bliver henvist 
til tidligere empiri fra andre undersøgelser. 
Empiri-indsamlingsdelen præsenteres og vi får gentaget målet med undersøgelsen.  Der er 
foretaget 3 gange skriftlige opgaver med stigende sværhedsgrad og 25 blev spurgt om at deltage i 
2 gange interview hvor 18 takkede ja, og en dybdegående analyse er givet i en tidligere artikel fra 
2003. I denne artikel fokuseres på analysen af 1. interview af de 18 og af de studerendes 
forståelse af om grænseværdi er noget der kan nås eller ej. Dette gøres ved til første interview at 
have 6 udtalelser om grænseværdi og opnåelse af grænseværdi klar og give de studerende et 
antal små opgaver hvor de konkret skal bestemme grænseværdi. Der kan så sammenlignes 
mellem konkret kunnen og begrebsopfattelse. 
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Interviews blev behandlet og udtalelser kategoriseret og organiseret vha. et computerprogram 
som hjalp med at kvantificere analysen i form af hvor mange gange elever i interviews nævner 
forskellige karakteristiske elementer af deres begrebsbillede. Samtidig vises de studerendes 
karakterniveau.  Artiklen giver et antal eksempler på udtalelser og hvordan de karakteriseres 
ligesom vi får to opgaver at de der er blevet stillet undervejs i interviewet. 
Resultaterne er følgende. Der er ikke nogen umiddelbar sammenhæng mellem karakterniveau og 
de studerendes begrebsforståelse på området ”opnåeligheden af en grænseværdi”. Analysen 
finder frem til studerende der modsiger sig selv i forhold til de 6 udtalelser og så løsning af 
opgaverne. 
Kun 2 af de studerende viser sig at have et godt og sammenhængende begebsbillede og disse to 
studerende er begge ”a students”.  De studerende er generelt bedre til at håndtere konkrete 
opgaver end at forholde sig til udsagn. 
Der gives herefter en diskussion af de tre undersøgelsesspørgsmål for artiklen. 
1)      Grænseværdier for funktioner - både objekt og proces-forståelse. En del forvirring. Nogen gange 
er grænser noget der kan nås, andre gange ikke. En grænseværdi opfattes som en grænse man 
ikke kan komme over hvilket umuliggør en funktion der oscillerer konvergent mod en grænse. 
Eleverne har ikke fuldt fået reificeret deres forståelse på dette område. 
2)      Sammenhæng i begrebsbilledet.  De studerende gør og argumenterer forskelligt i forskellige 
situationer. En typisk fejlopfattelse er at kun kontinuerte funktioner har grænseværdier. De 
studerende vidste i de fleste tilfælde at en kontinuert funktions grænseværdi opnås, men de var 
alligevel ikke sikre på at værdien blev opnået undervejs i grænseovergangsprocessen. Der er klart 
brug for at de studerende får støttet til at udvikle et mere kohærent begrebsbillede. 
3)      De studerendes forståelse kontra karakterer.  Der er ikke stor sammenhæng bortset fra som 
nævnt at de to studerende med den bedste forståelse og kohærens i begrebsbillede er meget 
dygtige elever. Selv den elev der ikke består 2. del af kurset svarer korrekt på de to konkrete 
opgaver med at finde grænseværdier og gør det korrekt. Størstedelen af eleverne har flere 
repræsentationer af grænseværdibegrebet på en gang og sorteringsprocessen er kun undervejs… 
Konklusionen på undersøgelsen er at de studerendes største problem er at skabe 
sammenhæng mellem teori og praksis i forhold til grænseværdibegrebet. De studerende skal 
hjælpes til at indse at de har uoverensstemmelser og der opfordres stærkt til at kurser prøver 
at indlægge muligheder hvor de studerende kan komme til kognitive konflikter der udfordrer 
deres forståelse så de revurderer deres opfattelse af de forskellige repræsentationer af 
grænseværdi. 
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Appendiks K: Bernard Cornu: Limits 
Artiklen præsenterer grænseværdibegrebet som vigtigt og af særlig betydning i den mere 
avancerede matematik. Begrebets er vanskeligt at indlære både fordi det er et komplekst og dybt 
begreb, men også fordi en dyb forståelse for begrebet ikke kan dannes alene  ud fra den 
matematiske begrebsdefinition. 
En studerende kan meget vel være i stand til at arbejde fyldestgørende med 
grænseværdibegrebet i forhold til stillede opgaver og i øvrigt selv mene at have forstået begrebet 
og alligevel ikke forstå den bagvedliggende formalisme. Disse vanskeligheder menes at udspringe 
af såkaldte konceptuelle snublesten. 
Udgangspunktet er en analyse af ældre franske lærebøgers fokus på anvendelse af regler for 
grænseværdibegrebet og ikke meget fokus på forståelsen.  Hele 30 sætninger om ”algebra” var 
der i en af lærebøgerne. De studerende menes derfor har virkelig gode forudsætninger for at 
regne med grænseværdier, og faktisk også bestå eksamen med godt resultat men meget dårlige 
forudsætninger til at forstå de formelle sider af begrebet. 
Forfatteren går nu i gang med at beskrive hvordan studerende forstår grænsværdibegrebet. De 
studerende beskrives som alt andet end ubeskrevne blade, tværtimod har de typisk det der 
benævnes som spontan begrebsforståelse dannet ud fra de studerendes hverdagsforståelser af 
ordene der bruges i definitionen. Disse ideer ses ikke som noget der umiddelbart forsvinder når 
den studerende indlærer begrebet i matematikundervisningen. Desværre kan de være meget 
svære at få bugt med og de kan skabe problemer for de studerende selv på et ret fremskredent 
stadie i deres uddannelse. Der gives undervejs flere eksempler på sådanne forståelser. 
Et andet problem er at matematikundervisningen typisk fokuserer på processen med at finde en 
grænseværdi og ikke grænseværdibegrebet i sig selv hvilket skaber store vanskeligheder for de 
studerende når de skal opnå en formel forståelse for grænseværdibegrebet og støtte begreber 
som uendelighed og for den sags skyld også kontinuitet eksemplificeret ved Tall og Vinners 
kontinuitetsstudie. 
Artiklen går nu til begrebet kognitive snublesten, og der nævnes flere, men fokus ligger fra nu af 
og i resten af artiklen på de såkaldte epistemologiske snublesten, allerede introduceret af Gaston 
Bachelard i 1938. For Bachelard er der to centrale karakteristika for epistemologiske snublesten, 
at de er 1: Uundgåelige og naturlige dele af opnåelse af forståelse, 2: De forefindes i den historiske 
udvikling af konceptet. 
Den historiske udvikling er næste fokuspunkt hvor grænseværdibegrebet følges op igennem 
historien: Den græske matematik findes trods udtyndingsmetoder ikke endegyldigt ikke beviseligt 
havende et egentligt grænseværdibegreb; Newton og Leibniz løse omgang med uendelige små 
størrelser; Cauchys brug af infinitisimal-begrebet; Lagranges forsøg på at frigøre begrebet fra sit 
noget metafysiske væsen; D’Alemberts kvaler med overensstemmelse mellem grænseværdien og 
det der laves grænseværdi for og endelig Weierstrass formalisme som løsning i hvert fald i forhold 
til definitionen af grænseværdi. 
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iskussionen af den historiske vinkel rundes af med pointen at det trods den teoretiske elimination 
af brugen af infinitisimale ikke er lykkes at gøre det samme i både professionelle, lærere og 
studerendes forståelse af grænseværdibegrebet og heller ikke helt i teorien, da debatten blev 
genåbnet af Robinson i 1966. Forståelsesmæssigt rundes historiske del af med at pointere at 
epsilon-definitionen er en proces definition og ikke en koncept definition hvilket havde været 
nemmere i forhold til at anvendelse f.eks. til illustration vha. computerstøttet indlæring. 
Næste vinkel er hvordan disse beskrevne epistemologiske snublesten propagerer ned igennem 
uddannelsessystemet hvor lærere har særdeles svært ved ikke at falde i de samme fælder som 
forskere har faldet i op igennem historien. Som eksempel anvendes en trappe hvor antallet af trin 
kan ændres. Eleverne bliver så spurgt hvad der vil ske ved grænseovergang. Sådanne eksempler 
menes ikke at støtte elevers indlæring af formalismen bag grænseværdibegrebet snarere 
tværtimod. Dog er det nok naivt at tro at man didaktisk kan finde veje at undervise efter som ikke 
giver lignende problemer med forståelsen, da disse problemer menes altid at ville poppe op. 
Artiklen sluttes med forslag til hvilke pædagogiske tiltag man kan lave som støtter både proces og 
koncept indlæringen. Studerende skal gøres opmærksomme på hvordan de lærer på baggrund af 
spontane koncepter, de skal arbejde med grænseværdibegrebet i en problemorienteret kontekst 
og støttes til begrebsforståelse via computersimulationer eller deciderede computer-pakker der 
kan agere værktøjskasser i opbygning af forståelse. Undervejs i afsnittet henvises også til Tall, der 
mener at man først på et relativt sent tidspunkt skal gå i gang med egentlig undervisning i 
grænseværdi, men arbejde med begrebet implicit som ”forstørrelse” af hældningen på grafen og 
til Dubinsky som mener at man skal lave en dekomposition i form af en begrebsanalyse som skal 
sikre at de studerende har den rette baggrundsviden for opnåelse af forståelse af 
grænseværdibegrebet. 
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Appendix L: Vinner og Dreyfus : Images and defintions for the concept of function 
 
Artiklen beskriver en undersøgelse af hvordan 271 universitetsstuderende og 36 udskolingslærere forstår 
funktionsbegrebet. Artiklen er en empirisk undersøgelse af hvilke begrebsbilleder de studerende og 
lærerne har i forhold til en klassisk matematisk begrebsdefinition og artiklen bygger på teoriværket 
beskrevet i bl.a. Tall og Vinner artiklen, som først diskuteres. Den Bourbakianske funktionsdefinition 
diskuteres specielt i forhold til hvordan undervisningen typisk ikke viser generaliteten i definitionen så de 
studerende aldrig har set andre slags funktioner end pæne funktioner med grafer og forskrifter.  Dette 
skaber det kendte fænomen ”compartmentalization” som er beskrevet i flere artikler.  
Artiklens undersøgelsesspørgsmål er :  
1) Hvad er de mest almindelige definitioner i undervisningen? 
2) Hvilke begrebsbilleder har de studerende i identifikations og opstillingsopgaver? 
3) Afhænger begrebsbillederne af hvilke fag de studerende ellers har? 
4) Hvor ofte opstår ”compartmentalization”? 
En gennemgang undersøgelsen gives nu hvor det beskrives at de studerende er blevet underopdelt efter 
hovedfag for at kunne besvare punkt 3. Spørgeskemaet beskrives og hvordan proceduren for afholdelse 
foregik. 50 af besvarelserne dannede baggrund for at opstille kategorier for de studerendes 
funktionsforståelse. Kategorierne er korrespondance, afhængighed, regel, operation, formel og 
repræsentation og hver af kategorierne bliver eksemplificeret. Data bliver fordelt og der ses en præference 
for korrespondance og afhængighed.  
Respondenternes svar giver nogle informationer om hvilke træk de studerendes bruger til at afgøre om 
noget er en funktion eller ej:  1) entydighed, 2) diskontinuitetspunkter, 3) Opdelt definitionsmængde, 4) 
Specielle punkter. Der er dog ingen konsistens i om disse egenskaber bliver brugt til at be eller afkræfte om 
der er tale om en funktion. 
Svarene korreleres nu med hovedfag og der ses at der gives flere rigtige svar jo højere niveau i matematik 
man har, og argumentationen for svarene er bedre og rigere i variation. Ved de forkert svar er der ikke 
meget forskel. 
Der dykkes nu ned i detaljer omkrig de studerendes argumenter for at afvise f.eks. en diskontinuert graf 
som funktions, for gaffelfuntionen og dette skyldes sandsynligvis at de studerende aldrig i undervisningen 
er blevet vist sådanne grafer. ”Compartmentalization” - altså her forstået som studerende der har brugt 
bourbaki-definitionen, men som alligevel har argumenteret i forhold til andre egenskaber af funktioner som 
kan være i modstrid med definitionen. Alle grupper har tilfælde af dette, men det ses at andelen af 
studerende med dette problem falder med stigende niveau i matematik. Lærerne ligger midt mellem 
mellem og højniveau gruppen.  
Artiklen slutter med en diskussion af hvad undervisere kan drage af nytte af denne undersøgelse. Første 
pointe er at det er vigtigt at undervisere ved at studerende har problemer med funktionsbegrebet og hvad 
disse problemer er.  Det angives at begrebsdefinitionen først skal bruges som forklaring ikke som 
udgangspunkt og at det er vigtigt at de studerende bliver stillet overfor et bredt spektrum af mærkelige 
funktioner. 
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Studerende med højere matematisk niveau har ikke så store vanskeligheder med ”compartmentalization”, 
men i alle tilfælde er funktionsbegrebet noget der tager tid at forstå og lærere skal have tålmodighed med 
de studerende og ikke forvente at de kan anvende en begrebsdefinition direkte. 
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1. Indledning og motivation 
 
Dette semesters emne er ræsonnement og bevisførelse, og vi har i dette projekt valgt at fokusere på 
bevisførelsens kunst. Beviset står for de stærkeste elever som et smukt og godt redskab til at skabe 
indsigt i selve matematikkens inderste, mens det for de svageste oftest er ren mystik. De svagere 
elever oplever gang på gang, at beviser blot er noget, der skal læres uden ad, og så krydser de fingre 
for at læreren ikke spørger ind til, hvad det udenad lærte rent faktisk betyder. De har måske en vis 
fornemmelse af at beviser er nødvendige - deres matematiklærer har fortalt dem at “man må ikke 
bruge en sætning i matematik, før den er blevet bevist”, men de forstår ikke hvorfor.  
 
I dette projekt vil vi arbejde rent lavpraktisk med at udvikle og afprøve et redskab, en struktureret 
undervisningsmetode, der har til hensigt at hjælpe eleverne med at dekonstruere beviserne fra deres 
matematikundervisning. Redskabet vil vi, med inspiration fra Mogens Niss betegne som en form for 
bevisarkæologi.  Da termen bevisarkæologi ikke er en teoretisk betegnelse, der allerede bruges til at 
beskrive en bestemt matematisk aktivitet, har vi selv kunnet definere hvad termen i denne 
sammenhæng skal dække. Bevisarkæologien går i vores tolkning ud på at opdele og analysere 
enkelthederne i et bevis, at afdække delstrukturernes natur, egenskaber, berettigelse og sammenhæng 
med den overordnede bevisstruktur og bevisets forklaringskraft. At bruge termen ”bevisarkæologi” har 
for os at se den umiddelbare fordel at ordet arkæologi kan give eleverne associationer til en bestemt 
arbejdsmetode. At arbejde arkæologisk er noget med at dykke ned i en udgravning, omhyggeligt 
arbejde sig frem til de interessante objekter, hele tiden understøtte det allerede fundne, for til sidst at 
slutte det fundne til et større billede af hvad der er udgravet. Vi håber at eleverne ved en sådan 
association kan få lettere ved at acceptere, at arbejdet med at forstå et bevis kan være langsommeligt 
og kræve omhyggelighed og fokus på detaljen, og at de kan blive opmærksomme på, at det er vigtigt at 
undersøge og understøtte alle led i beviset.  
 
1.1 Problemformulering 
Vi har arbejdet på baggrund af følgende problemformulering: 
Hvordan kan bevisarkæologi støtte elevernes opnåelse af kompetencer inden for matematisk 
ræsonnement og bevisførelse? 
Problemformuleringen udfoldes i undersøgelsen af følgende problemstillinger: 
● Hvilke træk ved bevisførelsen gør beviserne særlig vanskelig for eleverne? 
● Hvad forstås ved bevisarkæologi og hvordan kan bevisarkæologiske elementer anvendes til 
undervisning i beviser? 
● Hvilke beliefs har eleverne om ræsonnement og beviser i matematik og ændres disse af 
bevisarkæologisk tilgang? 
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● Hvilke undervisningsmæssige fordele giver en bevisarkæologisk tilgang med henblik på at 
understøtte eleverne i at opnåelse af gode sociomatematiske normer? 
 
1.2 Særlige træk ved arbejdets forløb og toning 
En væsentlig forskel på dette og sidste semesters projekt, er de to projekters udgangspunkt. Hvor vi i 
sidste semester tog udgangspunkt i variabelbegrebet og på baggrund af en diagnosticering af hvilke 
særlige vanskeligheder udvalgte elever havde i arbejdet med dette begreb, tilrettelagde og 
gennemførte en intervention, tager vi i dette projekt udgangspunkt i vores idé om at bevisarkæologi 
kan understøtte eleverne i tilegnelsen af beviser. Vi udvikler i samarbejde med eleverne en konkret 
model for hvordan elever kan udføre bevisarkæologi i klasseundervisningen og dette medfører en 
forskel på de to projekters struktur. I det sidste semesterprojekt var det diagnosticeringen, der var 
omdrejningspunktet. Det var på baggrund af de diagnoser vi stillede på de detekterede elevers 
vanskeligheder, at vi valgte, hvad der skulle interveneres omkring. Men i og med at vi i dette projekt 
allerede indledningsvist har en forestilling om at bevisarkæologi vil kunne bruges til intervention, vil 
det her være interventionen, der er omdrejningspunktet. Vi vil i projektet undersøge om elevernes 
udvikling og anvendelse af et bevisarkæologi-værktøj er anvendeligt i forhold til den virkelighed vi 
afdækker med vores detektionsværktøjer og vores efterfølgende diagnostik. Detektion og diagnostik 
fylder dermed ikke mindre end sidst, måske snarere tværtimod, men deres rolle i forhold til besvarelse 
af problemformuleringen er en anden.  
 
Undersøgelsen vil foregå på to fronter. På den ene front vil vi afdække, hvad det er ved bevisførelsen, 
der giver vores elever problemer og dernæst overveje, hvorvidt vores udviklede model for 
bevisarkæologi vil kunne afhjælpe dette. Denne del af undersøgelsen vil især foregå gennem 
vejledningssamtaler med enkeltelever og vil have karakter af en diagnosticering. Men hvor vi i det 
sidste semester havde fokus rettet på en diagnose af den enkelte elevs vanskeligheder, har vi denne 
gang fokus på en diagnosticering af mere generelle vanskeligheder ved arbejdet med beviser. Disse 
generelle vanskeligheder mener vi har karakter som findings, men er selvfølgelig også en slags 
diagnose af mere generel karakter, og vi vil i projektet bruge en del plads på at præsentere vores 
arbejde med at afdække disse findings. Den helt centrale finding omhandler vanskeligheder omkring 
registerskift i beviser, og vi vil i projektet argumentere for, at en af grundene til, at elever ofte finder 
det matematiske bevis særligt udfordrende, kan være, at de i beviset faktisk skal arbejde i flere registre 
på samme tid.  Denne finding har derfor rod i teorien fra 1. semester og kommer måske ikke helt 
uventet da elevvanskeligheder med conversions og treatments var rigt repræsenteret i gruppernes 1. 
semesterprojekter.  Vores analyse viser derfor god sammenhæng mellem semestrenes findings, hvor 
dette semesters analyse af registre i forhold til bevisteknik dog viser endnu højere grad af kompleksitet 
og vi ser at eleverne skal arbejde med treatments såvel som conversions stort set simultant. 
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På den anden front vil vi undersøge hvordan brugen af vores bevisarkæologi-model influerer på 
elevernes beliefs omkring det matematiske bevis, på deres sociomatematiske normer samt på den 
didaktiske kontrakt i et klasserum. Denne del af undersøgelsen vil (naturligvis) hovedsageligt foregå i 
klasserum, og blive evalueret dels ud fra en hjemmelavet beliefs-detektionstest og fra observationer i 
klasserummet.  
 
Når man, som vi har gjort det i dette projekt, arbejder sideløbende med både at afdække hvilke 
aspekter af bevisførelsen der lader til at give særlige vanskeligheder, og at afdække hvordan 
undervisningspraksis der sætter eleverne til at udføre bevisarkæologi kan adressere disse 
vanskeligheder, er der naturligvis en vis risiko for, at man kommer til at afdække nogle vanskeligheder, 
som bevisarkæologien ikke er specielt egnet til at afhjælpe. Dette er også sket for os og vi har derfor 
skullet tage stilling til hvorvidt vi ville beskrive fundet af sådanne vanskeligheder i rapporten. Vi syntes 
at flere af disse vanskeligheder var så interessante, at vi har valgt at tage dem med, men samtidig 
noteret, når vi mener, der er tale om en vanskelighed, der ikke ligger direkte under bevisarkæologiens 
indsatsområde. 
 
Da projektets sigte har været at udvikle og afprøve et redskab der kan støtte elevers arbejde med 
beviser, har projektet fra start været knyttet stærkt til netop det matematiske bevis og mindre stærkt 
til det matematiske ræsonnement, der dog, som vi kommer ind på i næste afsnit, selvfølgelig er en 
væsentlig del af det at kunne arbejde med det matematiske bevis. Men mens det at kunne ræsonnere 
er en kompetence, der kan komme i brug i alle aspekter af matematikken, og vel ofte også i ekstern-
matematiske sammenhænge, er det matematiske bevis i gymnasiesammenhæng vel nærmest at 
betragte som et særligt stofområde, et aspekt af matematikken, som eleven skal kunne mestre.  
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2. Bevisførelse og ræsonnement 
I udforskningen af et nyt didaktisk redskab, der skal virke som støtte til elevers arbejde med 
matematiske beviser, er det nødvendigt først at gøre sig nogle overvejelser omkring, hvilke 
kompetencer det kræver af eleverne, at kunne arbejde med et matematisk. Vi vil i de følgende 
overvejelser nøjes med at se på, hvordan vi forventer at en gymnasieelev skal kunne arbejde med et 
bevis.  
 
En mulig kategorisering af arbejdet med et matematisk bevis, kan være en skelnen mellem det at 
kunne følge og forstå trinene i et af andre nedskrevet matematisk bevis på den ene side og på den 
anden side, det at kunne udlede et bevis selv. Ofte vil det andet være væsentligt vanskeligere end det 
første, men vi oplevede dog tilfælde, hvor kompleksiteten i et allerede udledt bevis var sværere for 
eleven, end selv at udlede et andet men mere simpelt bevis. 1 Ikke desto mindre er det i høj grad evnen 
til at kunne følge og forstå et allerede givet bevis, der især måles i den danske gymnasieskole og det er 
derfor også dette vi især vil fokusere på.  
 
Hvad er det så for kompetencer, der kræves af en elev, når han/hun skal “følge og forstå et matematisk 
bevis”?2 Det helt oplagte er naturligvis ræsonnementskompetencen, som vi beskæftiger os mere 
indgående med nedenfor. Men ud over denne kompetence vil eleven ofte også skulle anvende 
repræsentationskompetence. Et eksempel på dette er beviser inden for differentialregningen, hvor 
eleven skal have en forståelse for grafers forløb og tangenthældninger, hvis han/hun ved hjælp af 
tretrinsreglen skal kunne argumentere for en funktions differentialkvotient. Samtidig kan det påpeges, 
at dette ud over repræsentationskompetencen også kræver en del registerskift for eleven. Dels mellem 
graf og forskrift, men også under selve argumentationen, hvor eleven skal argumentere i en blanding af 
matematisk stringent sprog og naturligt sprog på baggrund af belæg skabt gennem både algebraiske 
manipulationer og grafiske illustrationer. Som skrevet indledningsvist, er det en af dette projekts 
findings, at disse “fler-dobbelte” registerskift er med til at vanskeliggøre arbejdet en del matematiske 
beviser. 
 
Mange af de beviser, vores elever arbejder med, indeholder en algebraisk ræsonnementsrække, som vi 
i dette projekt vil betegne bevisets “konstruktionsdel”. Det er den del af beviset, hvor eleverne ved 
hjælp af udregninger, konstruerer de “belæg”,3 de skal bruge til at argumentere for at en sætning er 
gyldig. For at evne denne konstruktionsdel må eleven besidde symbol- og formalismekompetence og 
denne kompetence er derfor også nødvendig for at kunne arbejde med et matematisk bevis. Dette ses 
                                               
1 For eksempel fandt vores elever det vanskeligere at dekonstruere beviset for differentialkvotienten af produkt af to 
funktioner end at konstruere et geometrisk bevis for kvadratsætninger.  
2 Vi taler her om de kompetencer, der er defineret i Kom-rapportens kompetencer for matematik i det almene gymnasium. 
[Niss og Jensen, s244]  
3 Nærmere uddybet i afsnit 6.1.2 om diagnostiske observationer af enkelteleverne. 
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for eksempel i elevers arbejde med tretrinsreglen, hvor de i de fleste tilfælde vil skulle foretage sig en 
omskrivning og en reducering af differenskvotienten.  
De øvrige kompetencer kan naturligvis også komme i spil, blandt andet kan nævnes 
tankegangskompetencen og kommunikationskompetencen, men da vi især har arbejdet med de 
ovenstående kompetencer, har vi valgt at koncentrere os om dem.  
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3. Bevisarkæologi 
 
3.1 DAS bevisarkæologi-model “S T A R U D” 
Som allerede nævnt, har vores sigte været at udvikle et værktøj, der satte eleverne i stand til at 
arbejde sig ned i allerede givne beviser, og derefter undersøge dette værktøjs anvendelighed i forhold 
til elevernes tilegnelse af en forståelse af udvalgte beviser. Før vi for alvor går i gang med en 
beskrivelse af vores undersøgelse, vil vi her kort præsentere vores værktøj og samtidig beskrive nogle 
af de overvejelser vi indledningsvist gjorde os om værktøjets indhold. Herunder vil vi også kort 
redegøre for de første udkast vi arbejdede med.  
 
En væsentlig overvejelse drejede sig om hvad det ville betyde for elevernes forståelse af matematiske 
beviser, når de skal anvende et værktøj, der nærmer sig beviset ”oppefra”, hvormed vi mener, at de får 
et allerede givent bevis og skal afdække det4. En af de konsekvenser det kan få, er at vi og eleverne i 
højere grad kommer til at arbejde med beviser som et objekt fremfor som en proces. Vi ser en mulig 
ulempe i dette, da vi i sidste ende ønsker at vores elever skal kunne arbejde med et matematisk bevis 
som den proces, der leder fra at en sætning er en formodning, til den er et faktum. [Harel og Sowder 
2007]. Samtidig er det dog typisk den måde eleverne allerede arbejder med beviser i STX, blandt andet 
fordi de skal igennem en lang række beviser. Vi håber derfor, at vores elever med den større forståelse 
af bevisers struktur, som bevisarkæologien forhåbentligt vil give dem, vil være bedre i stand til at se 
hvilke trin, der kan være i processen ”at bevise” og dermed selv få mere mod på at foretage den. En 
anden fordel ved at lade eleverne arbejde med beviset oppefra, er at elever, der ellers vil gå i stå i 
bevisets detaljer, på denne måde kan få en fornemmelse af bevisets struktur uden først at skulle 
igennem detaljerne. Stine Timmermann Ottesen beskriver i artiklen ”Kursusundervisning og 
løsningsprocesser i universitetsmatematik: En kamp mellem “stort” og “småt”, hvordan også 
universitetselever ofte fokuserer meget på detaljerne, når de skal forstå et allerede givet bevis, fremfor 
på bevisets overordnede struktur. I forhold til Ottesens findings kan bevisarkæologien understøtte 
eleverne i ikke at falde i detaljefælden men få mulighed for at se på de overordnede strukturer. 
[Ottesen 2007/2009] 
 
En anden overvejelse i arbejdet med at finde ud af, hvad vi mere præcist mente at vores redskab til 
“bevisarkæologi” skulle indeholde, for at det kunne bruges som arbejdsmetode i elevernes arbejde 
med at forstå et allerede udledt bevis, og altså ikke en metode til at arbejde med selv at udlede mindre 
udsagn eller beviser. (At det måske kan være en hjælp til senere at kunne dette er så noget andet).  
                                               
4
 I modsætning til ”oppefra” forstår vi begrebet ”nedefra”, som når de selv skal forsøge sig med at 
bevise mindre udsagn. 
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Med et citat fra Wood et al (1976) : “Comprehension of the solution must preceed production”, kan vi 
sige at eleverne vha. arbejdet med bevisarkæologi arbejder med deres bevisforståelse og at dette er en 
helt nødvendig forudsætning for senere at kunne konstruere beviser selv. Eleverne lærer, hvad et bevis 
er, hvordan det kan opbygges, og hvad der er nødvendigt for at det er gyldigt ud fra eksemplets magt.  
De bliver dermed i stand til at tage det næste skridt og begynde at arbejde med selv at skulle 
konstruere beviser, hvilket bliver et mere fremtrædende element senere i deres uddannelse. 
 
I forbindelse med udviklingen af bevis-arkæologi redskabet, tog vi udgangspunkt i de fire begreber: 
inspektion, dissektion, understøttelse og viden.  
1. Inspektion: Et redskab hvorved eleverne kan inspicere beviset.  
Eleverne bliver her udstyret med “afmærkningstape” i form af begreber, som kan bruges til at 
dechifrere beviserne. Udviklingen af denne del af bevisarkæologien forløb lidt forskelligt i de 
forskellige dele af vores intervention, idet vi sideløbende havde klasseundervisning og 
enkeltvejledning. I klasserumsundervisningen blev eleverne bedt om selv at finde ud af hvilke 
begreber de havde brug for, for at kunne arbejde sig igennem et bevis. I enkeltvejledningen 
blev eleverne præsenteret for en model som vi i første omgang kaldte “RITALØS”, hvor R= 
ræsonnement, I = ikke bevist sætning, T = Trick, A = antagelse, L = logik, Ø = øvrige, S = sætning 
bevist5. Vi gav derefter både eleverne i enkeltvejledningerne og i klasseundervisningen beviser 
som de skulle give sig i kast med. Efter et par bevisrunder diskuterede vi med eleverne hvilke 
begreber der var nødvendige til gennemgang af beviserne.  
Det viste sig heldigvis, at der var stor overensstemmelse mellem eleverne i 
klasseundervisningen og eleverne i enkeltvejledningerne. Sammen med eleverne fandt vi 
således  frem til, at der ikke var noget behov for at differentiere imellem om sætninger var 
bevist før eller ej, det var nok at have en kategori der angik at der var benyttet en sætning. 
Logik blev hurtigt kategoriseret som en underkategori af ræsonnement. Kategorien “øvrige” 
som i første omgang kun var taget med, fordi vi ikke var klar over om vi havde glemt noget, blev 
nu overflødig. 
Til gengæld fandt vi ud af, at vi manglede kategorierne udregning (U) og definition (D).  
Dette efterlod os med “STARUD”-modellen, hvor bogstaverne således står for:  
S = sætning 
T = trick 
A = antagelse 
R = ræsonnement 
U = udregning og  
D = definition.  
Denne model arbejdede vi med i resten af forløbet.  
                                               
5
 Rækkefølgen af begreberne blev ikke sat efter vigtigheden af begreberne, men for at vi kunne danne et ord til modellen 
hvilket kunne hjælpe til at huske begreberne.  
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2. Dissektion: Eleverne skal undersøge deres afmærkning fra 1 nærmere.  
Er der virkeligt tale om trick? Eller kan det være en udregning? Kan det være både trick og 
udregning osv. Eleverne må her gøre brug af algebra, formler, sætninger o.a. 
3. Understøttelse: At “bevare” beviset.  
Eleverne skal her vælge nogle elementer de kan memorere, for derved at kunne genkalde sig 
beviset. Eleverne bliver her opfordret til at skære antallet af elementer ned til så få som muligt. 
I vores arbejde med modellen blev det gjort klart for eleverne, at hvis de vidste hvad målet var, 
så ville det være nemmere at bevæge sig derhen, ligesom at det almindeligvis ofte var bevisets 
tricks man skulle memorere. 
4. Viden: Giver beviset en viden? Her blev nogle af eleverne i et par af tilfældene bedt om at 
skelne mellem forklarende og ikke-forklarende beviser og reflektere over hvilke bevistyper de 
normalt håndterer i undervisningen. 
 
3.2 Viden, læring og “S T A R U D“ 
Man kan i artiklen ”Learning to think mathematically: problemsolving, metacognition, and 
sensemaking in mathematics” [Schoenfeld 92] læse en række pointer om hukommelsens virkemåde 
som vi synes kan begrunde anvendelsen af en model som STARUD. Disse præsenteres derfor kort 
nedenfor. 
På figur 1 er en illustration af 
strukturer, når vi lærer nyt stof. 
Omgivelserne præsenterer en for et 
problem (det kunne f.eks. være et 
bevis), og muligvis informationer om 
hvordan man kan løse dette problem 
(eller hvordan man forstår beviset). 
Sådanne informationer lagres i første 
omgang i korttidshukommelsen, hvor 
der maksimalt kan være omkring syv 
informationer ad gangen.  Hvis man 
præsenteres for flere stimuleringer og/eller informationer end disse cirka syv, vil der være nogle der 
glemmes. For at informationer skal huskes og kunne bruges naturligt, skal de i langtidshukommelsen. 
Det kræver arbejde og gentagelse, gerne med forskellige tidshorisonter for at denne lagring kan ske. 
Begreberne skal altså gentages flere gange for at komme i langtidshukommelsen. Samtidigt er vi nødt 
til at have så mange af begreberne som muligt i langtidshukommelsen for at kunne balancere med nye 
begreber. 
Det interessante her er gentagelsen der skal til for at få begreberne lagret, og det er her vi mener at 
“STARUD” kan hjælpe eleverne med beviserne. Ved at benytte disse meget faste typer af begreber i 
forbindelse med beviserne vil eleverne få begreberne gentaget, og på den måde lagret i 
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langtidshukommelsen. Ved at lære dem modellens begreber giver vi derfor eleverne mulighed for at 
balancere med endnu flere nye begreber.  
 
At gøre en dyd ud af gentagelsen er en klassiker inden for læringsteori og modeller som kører i ring - 
spiral eller “frem og tilbage” kan der nævnes mange af. Gentagelse smager dog også af “læren udenad” 
hvilket i de konstruktivistiske dele af læringsteori problematiseres som noget, der ikke bringer 
forståelse. Problemet er dog, at mængden af viden en gymnasieelev skal have for at være godt klædt 
på til studier med naturvidenskabelig drejning og anvendelse af større eller mindre grad af matematisk 
viden er betragtelig og spørgsmålet er, om udenadslære helt kan eller skal afskrives. [Poulsen, 2014]    
Et værktøj som STARUD udnytter gentagelsens mest positive sider, da gentagelsen netop har til formål 
at støtte elevernes konstruktion af begreber, hvilket må siges at være ”to fluer med et smæk”. Vi 
bruger det repeterende element som støtter hukommelsen som støtte for det konstruktive element. 
 
4. Ræsonnement, bevisskemaer, beliefs, 
sociomatematiske normer og stilladsering. 
 
Vores sigte med modellen STARUD er som nævnt ikke at træne eleverne i selv at udføre beviser, men 
derimod i at gennemskue strukturen i matematiske beviser. Det betyder at eleverne i højere grad 
kommer til at arbejde med beviser som et objekt (beviset), end som en proces (at bevise) og det er 
også typisk denne måde elever arbejder med beviser i STX. Dette betyder yderligere at vi i vores 
afdækning af elevernes vanskeligheder med at arbejde med beviser har valgt at støtte os både til teori, 
der beskriver matematiske objekter og teori der beskriver bevisprocessen. En del af dette projekts 
teoretiske fundament vil altså være teorier, vi allerede har beskrevet i sidste rapport, og disse vil ikke 
blive gennemgået her, men blot blive henvist til, hvor vi bruger dem. Den “nye” teori vi har anvendt, 
har i forbindelse med diagnoser af elevernes vanskeligheder med at forstå og følge et matematisk 
bevis, især været teori omkring ræsonnementskompetence og kompetencers tre søjler (kompetencens 
dækningsgrad, aktionsradius og tekniske niveau) samt teori om bevisskemaer. De teorier vi har 
anvendt for at få en forståelse af, hvad der sker i klasserummet og hvilken påvirkning bevisarkæologi 
har på klasserummet, er teorier omkring beliefs, sociomatematiske normer, stilladsering og teorien for 
didaktiske situationer, TDS, herunder den didaktiske kontrakt. Vi vil herunder give en kort indførelse i 
disse teoretiske begreber. 
  
4.1 Ræsonnementskompetence. 
Et matematisk ræsonnement vil vi betragte som en kæde af (gyldige) argumenter der underbygger en 
påstand og ræsonnementskompetence må dermed være evnen til at kunne skabe eller følge en sådan 
kæde, herunder også til at se, hvornår og hvorfor en kæde ikke underbygger en påstand. Når vi i 
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rapporten vil komme med overvejelser omkring på hvilken måde en elev har vanskeligheder med 
ræsonnementskompetencen, vil vi gøre det med udgangspunkt i Kom-rapportens beskrivelse af 
kompetencers tre søjler. 
  
1. En kompetences dækningsgrad: Fortæller i hvor høj grad en elev har opnået de aspekter, der 
karakteriserer den pågældende kompetence, dvs. hvor mange af kompetencens aspekter 
eleven kan aktivere i forskellige foreliggende situationer, og med hvor høj grad af 
selvstændighed aktiveringen kan ske. Denne søjle beskriver altså omfanget af mestring af 
kompetencens aspekter. 
2. En kompetences aktionsradius: Beskriver det spektrum af sammenhænge og situationer eleven 
kan aktivere kompetencen i. Det drejer sig først og fremmest om sammenhænge og situationer, 
der er bestemt af matematiske emneområder (såvel internt matematiske som anvendte 
emner), men også om sammenhænge og situationer der er bestemt af problemstillinger og 
udfordringer. Denne søjle beskriver altså rækkevidden for brug af kompetencen.  
3. En kompetences tekniske niveau: Beskriver “hvor begrebsligt og teknisk avancerede sagsforhold 
og værktøjer personen kan aktivere den pågældende kompetence overfor”. Denne søjle 
beskriver altså kompetencens substans. [Niss og Jensen, 2002] 
 
Med baggrund i disse kategorier mener vi, at de tre søjler i ræsonnementskompetencen vil være 
nogenlunde som følgende: 
Ræsonnementskompetencens dækningsgrad er et udtryk for elevens evne til at arbejde med alle 
aspekter af det matematiske ræsonnement. Det vil blandt andet sige elevens evne til at arbejde med et 
matematisk bevis, herunder at kunne forstå en redegørelse for, hvad der er de bærende elementer i et 
bevis, samt selv at kunne afdække de bærende elementer i et bevis. [Niss og Jensen, 2002].  
Ræsonnementskompetencens aktionsradius beskriver i hvor mange forskellige sammenhænge en elev 
evner at aktivere ræsonnementskompetencen, når denne kompetence vil være en hjælp til at løse et 
aktuelt problem. Kan en elev udelukkende aktivere ræsonnementskompetencen når eleven arbejder 
med beviser, vil ræsonnementskompetencen have en mindre aktionsradius end den har hos den elev, 
der kan aktivere ræsonnementskompetencen både ved bevisgennemgang/bevisførelse og ved for 
eksempel løsning af et algebraisk problem.  
Ræsonnementskompetencens tekniske niveau beskriver hvor komplicerede ræsonnementer eleven 
kan arbejde med, for eksempel hvor komplicerede beviser eleven kan forstå. Uri Leron argumenterer i 
artiklen “A direct Approach to indirect Proofs” for at de ræsonnementer, der er nødvendige i et 
modstridsbevis, vil være vanskeligere end dem, der er nødvendige i et direkte bevis, da dette at 
konstruere inden for en antagelse man ved, er falsk, er sværere for elever end at konstruere inden for 
antagelser, der formodes at være sande. [Leron 1985]. Dette kan være én måde at gradbøje 
kompleksiteten af ræsonnementer på. Vi oplevede hos vores elever, at de syntes, at det var 
vanskeligere at arbejde med differentialkvotienten af sumreglen end for differentialkvotienten af 
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andengradspolynomiet, da andengradspolynomiet jo var en “rigtig” funktion, mens funktionerne i 
sumreglen bare var f og g. Altså oplevede de, at det tekniske niveau af ræsonnementskompetencen, 
der var påkrævet for at komme igennem det sidste, var større end det niveau, det krævede at komme 
igennem det første.  
 
4.2 Bevisskemaer 
Harel og Sowder beskæftiger sig i artiklen ”Toward comprehensive perspectives on the learning and 
teaching of proof” med bevisprocessen, der beskrives som den proces, der fører fra at et udsagn skal 
ses som en formodning, til at udsagnet kan ses som et faktum. Denne proces kan foretages enten af et 
enkelt individ eller af en gruppe. En anden måde at forklare processen på, at ved at sige, at det at 
bevise er at fjerne tvivlen om en udsagns gyldighed. Denne fjernelse af tvivl foregår på to fronter. Dels 
må man fjerne egen tvivl (individets eller gruppens) og dels fjernes omverdenens tvivl (overbevisning).   
 
Ifølge Harel og Sowder er det subjektivt, hvad der skal til for at fjerne tvivlen. [Harel og Sowder, 2007]. 
De bruger betegnelsen bevisskemaer til at beskrive hvad den enkelte (individ eller gruppe) mener, der 
skal til for at for at et udsagn kan bevæge sig fra formodning til faktum. Harel og Sowder beskriver i 
artiklen tre kategorier af bevisskemaer. Vi vil her nøjes med at nævne de første to, da det er indenfor 
disse kategorier vi finder vores elevers bevisskemaer.  
 
Eksterne (ydre) bevisskemaer som underinddeles i: 
• Autoritative bevisskemaer: Et bevis accepteres fordi en autoritet, for eksempel en lærer eller en 
lærebog, har accepteret beviset. 
• Rituelle bevisskemaer: Et bevis accepteres på grund af et helt specielt udtryk. 
• Symbolske bevisskemaer: Beviser skal indeholde matematiske symboler. 
 
Empiriske bevisskemaer der underinddeles i: 
• Induktive bevisskemaer: En påstand bevises ud fra eksempler (taleksempler, måleresultater 
osv) 
• Perceptuelle bevisskemaer: En påstand bevises med erfaringer. 
 
4.3. Sociomatematiske normer  
I artiklen ”sociomatematical norms, argumentation and autonomy” af Erna Yackel og Paul Cobb 
beskrives det, hvordan en eksperimenterende matematikundervisning bedre understøtter de 
studerende i at blive såkaldt intellektuelt autonome i matematik. Den bedre understøttelse af 
udviklingen for de studerende har sin baggrund i, at den eksperimenterende tilgang bedre end en 
traditionel undervisning understøtter udviklingen af et avanceret sociomatematisk normsæt. [Yackel 
og Cobb,1996]   
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Sociomatematiske normer adskiller sig fra sociale normer i klasserummet ved at handle specifikt om de 
normer, de studerende opfatter, der er inden for matematik. En social norm i et klasserum kan 
eksempelvis være at de studerende er klar over at der skal ligge argumenter bag en udtalelse, mens 
sociomatematiske normer handler om spørgsmål som: hvad tæller som et matematisk argument? 
Hvad gør matematiske udsagn forskellige? Hvordan kan man opføre sig matematisk set mere eller 
mindre smart?  
Fokus for artiklen er at afdække, hvilke såkaldte sociomatematiske normer der hersker i et klasserum 
på 2.-3. klasses matematikniveau, for den enkelte elev såvel som for lærerne, og artiklen giver 
eksempler på, hvordan elever udvikler disse normer undervejs i en eksperimenterende 
matematikundervisning. 
Artiklens konklusion er, at den eksperimenterende tilgang til matematikundervisningen bedre 
understøtter eleverne i at udvikle avanceret forståelse af de sociomatematiske normer, hvilket klæder 
dem på til at blive matematisk autonome på det matematiske udviklingstrin de nu engang er på. 
Artiklen beskriver hvordan man kan italesætte udviklingen af den enkelte elevs begrebsbilleder [Tall og 
Vinner, 1981] gennem tilegnelse af sociomatematiske normer, så der skabes overensstemmelse med 
begrebsdefinitionerne. I Sfardsk forstand kan det udtrykkes som at tilegnelsen af de sociomatematiske 
normer sætter studerende i stand til at opnå strukturel begrebsforståelse. [Sfard, 1991] 
 
Eksempler fra et års undervisning af 2-3. klasser i matematik bruges herefter til at eksemplificere helt 
konkret hvordan forfatterne ser, at tilegnelsen af de sociomatematiske normer bedre stimuleres 
gennem den eksperimentelle tilgang end gennem klassisk undervisning. De eksempler vi får 
præsenteret handler typisk om, at eleverne i klassen har arbejdet i små grupper med nogle opgaver 
som de så skal præsentere løsningen af i en klasserumsdiskussion. Læreren agerer sociomatematisk 
norm-bedømmer og kommer med støttende eller uddybende spørgsmål om de enkelte elevers udsagn. 
Det er klassens elever, der selv skal arbejde sig frem til om de fremførte løsningsmodeller er ens, gode 
og fyldestgørende. Eleverne lærer dermed ikke kun at udtrykke, hvad de selv er kommet frem til, de 
bliver også støttet i at afgøre om andres matematiske udsagn er rigtige og fyldestgørende, effektive 
mm. Dette giver en meget større autonomitiet i forhold til det matematikpensum eleverne arbejder 
med. 
 
Vi forestiller os, at elevers arbejde med bevisarkæologi på afgørende vis kan støtte elevernes opnåelse 
af gode sociomatematiske normer. Igennem den faste struktur i bevisarkæologien stifter eleverne så 
meget bekendtskab med den rigtige bevis-diskurs at de efterhånden begynder at bruge den selv, når 
de fremlægger, og når de bedømmer andres udtalelser. I diskussioner om hvilke af STARUD-modellens 
begreber der skal tillægges det enkelte trin i et bevis, vil klassen komme gennem diskussioner som 
støtter deres viden om, hvad der er korrekt brug af antagelser, definitioner og ræsonnementer og de 
vil derfor konkret have arbejdet med disse størrelser hvor STARUD-elementerne har været 
nødvendige, rigtige og fyldestgørende, og derigennem have mulighed for at opnå gode 
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sociomatematiske normer for hvad et bevis skal indeholde. For de bedste elever er det vores håb, at 
bevisarkæologien vil give så generaliserbar en viden, at de når så langt i reificeringen af bevisbegrebet 
at de begynder at kunne genkende strukturer når de støder på i nye beviser og måske endda huske 
andre beviser med samme struktur. Dette gør så igen at både deres egen formidling af beviserne og 
deres reaktioner på andres gennemgang af beviser bliver væsentlig mere avanceret og deres 
autonomitet øges for hvert bevis de tygger sig igennem.  
 
4.4. Beliefs 
Viden og tænkning afhænger af hvordan og i hvilke situationer det er tillært. Man kan se læring ud fra 
et kognitivt og et metakognitivt synspunkt, men det er ikke nok. Omgivelserne og den enkelte elevs 
opfattelse af faget, sig selv, undervisningen, læreren spiller også ind på indlæring. Når vi inden for 
matematik taler om opfattelser, benyttes begrebet ”beliefs”. Belief og viden er tæt relateret. 
Forskellen er, at beliefsystemer er kvasi-logiske (med kvasi menes tilsyneladende - for personen logisk 
men ikke nødvendigvis logisk for andre), mens viden er logisk. 
Flere og flere undersøgelser tyder på, at elevers ”beliefs” er en af de meget betydende faktorer i 
forhold til hvad eleven lærer. Der har siden begrebet så dagens lys været delte meninger om, hvordan 
man skal definere beliefs, samt hvilke underkategorier af beliefs der er interessante og relevante i 
forhold til undervisning i matematik. Peter Op’T Eynde, Erik De Corte og Lieven Verschaffen har lavet 
en model som vi synes passer fint ind i vores undervisningsverden på gymnasiet, og vi vælger derfor at 
tage udgangspunkt i denne model. 
Frit oversat til dansk lyder deres belief definition på følgende måde: 
”Studerendes matematisk relaterede beliefs er implicit og eksplicit subjektive forestillinger, som de 
studerende opfatter som sandheder om matematisk uddannelse, om dem selv som matematikere og 
om matematik i klasserummet. Disse beliefs er tæt forbundet med hinanden og med elevens 
kerneviden, deres matematiske læring og problemløsning i en social kontekst. ” [Op´T Eynde, 2002] 
Som det fremgår af definitionen ovenfor, mener Op’T Eynde et al. overordnet, at relevante beliefs kan 
inddeles i tre kategorier. Beliefs 
om matematisk uddannelse, 
beliefs om klasserummet og 
beliefs om dem selv i relation til 
matematik. På figur 2 er disse 
beliefs illustreret i en trekant, 
der understreger at de 
tilsammen og i sammenhæng 
udgør elevens matematik 
relaterede beliefs. 
Hver kategori har underinddelinger, således at det er lettere at se, hvad der menes med de enkelte 
beliefs. Underinddelingerne ses på figur 3.  
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Beliefs om matematisk 
undervisning indeholder som 
det ses, hvad eleven mener om 
matematik som fag, hvad eleven 
mener om matematisk læring og 
problemløsning og hvad eleven 
mener om 
matematikundervisning 
generelt. En pointe er, at hvad 
eleven mener om disse faktorer 
afhænger af lærerens 
engagement og lærerens 
undervisning (og derfor 
afhænger det også af lærerens 
beliefs). 
Beliefs om sig selv indeholder elevens beliefs om sin egen rolle i læringsprocessen, nemlig om egne 
evner (self-efficacy), om tro på at undervisning virker (kontrol), om vigtigheden af at lære matematik 
(task-value) og motivation (goal-orientation). 
Beliefs om den sociale kontekst indeholder elevens beliefs om de sociale normer i klassen (herunder 
lærerens, ens egen og kammeraternes rolle), og beliefs om socio-matematiske normer i klassen, altså 
de normer der er i klassen og for eleven selv, når der undervises i/når det handler om matematik.   
Op’T Eynde’s belief model har overordnet alle de dele som vi vil arbejde med. Vi kommer som 
udgangspunkt ikke til at gå i dybden med 
underkategorierne, men som illustreret i figur 
4, vil vi med “beliefs i matematisk uddannelse” 
primært se på beliefs om hvordan man lærer at 
lave beviser. Med “beliefs om sig selv” vil vi 
mene elevernes selvforståelse af egne evner, 
deres motivation og om hvorvidt de mener, at 
de forstår beviser og mener at de kan 
fremlægge dem. Med “beliefs om den sociale 
kontekst” mener vi kun elevernes beliefs om de 
sociomatematiske normer6 og ikke deres 
sociale normer. Dette er forsøgt illustreret i figuren, som således kan ses som “en oversættelse af Op’T 
Eyndes model”, hvor vi har valgt kun at medtage de underkategorier som vi arbejder med. 
 
                                               
6
 Som beskrevet i afsnit 4.2 
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4.5. TDS og stilladsering 
Den franske didaktiker Guy Brousseau´s teorien om didaktiske situationer - TDS er et stort teori-værk 
udarbejdet gennem flere årtier baseret på baggrund af et utal af empiriske undersøgelser og 
videreudviklet og forfinet af en række didaktikere.  
Brousseau udfordrer Piagets rene fokus på studerendes kognitive udvikling hvor de studerende selv 
skal konstruere deres viden ved en adaption til miljøet og stiller i stedet skarpt på at få sociale aspekter 
ved læringen med i de didaktiske overvejelser og specielt hvordan den såkaldte didaktiske kontrakt og 
miljøet har indflydelse på læringen. Grundlæggende set er Brousseau dog stadig konstruktivistisk i sin 
tankegang. TDS er primært publiceret på fransk men i 1997 kom en oversat opsamling af de vigtigste 
artikler om “Theory of Didactical situations” hvor også kapitlet om den didaktiske kontrakt [Brousseau 
1997] indgår.  
En didaktisk situation karakteriseres som en situation, hvor en lærer har noget vedkommende gerne vil 
undervise sine studerende i og de studerende vil på den anden side indgå i situationen med villigheden 
til at lære.  
Læreren skaber i den didaktiske situation et miljø - den ramme læreren sætter for undervisningen som 
kan være mere eller mindre brugbar i forhold til et faktisk udbytte. Den studerendes rolle i situationen 
bliver præsenteret af læreren gennem en devolutions-proces, en proces som betegnes som didaktisk, 
da der foregår kommunikation mellem lærer og studerende. Den studerende skal nu engagere sig i den 
af læreren valgte situation og foregår dette uden videre kommunikation med læreren kaldes 
situationen for adidaktisk. Til sidst kan situationen opsummeres i en såkaldt institutionaliserings-fase af 
læreren som fungerer som en slags valideringsfase, hvor situationens faglige indhold bliver holdt op 
imod den almene matematiske forståelse på området.  
Hele målet er at opbygge den didaktiske situation på en måde, så de studerende bedst muligt sættes i 
stand til at arbejde adidaktisk og komme frem til korrekt og fyldestgørende matematisk viden, da tesen 
i hele teorien er, at kun i den adidaktiske situation kan den studerende lære noget. Dette kan skabe et 
såkaldt devolutionsparadoks.  
Hvis læreren fortæller de studerende præcis hvad han vil have fra dem kan han ikke længere få det han 
efterspørger. 
De studerende skal altså i devolutionsfasen få præsenteret nok viden til at de kan arbejde inden for det 
miljø der er valgt - en opgave, et matematisk eksperiment eller andet, men den viden de studerende 
skal tilegne sig må ikke blive sagt, så mistes muligheden for at de kan lære det de skal. Her kommer vi 
ind på næste vigtige begreb i TDS nemlig den didaktiske kontrakt.  
Den didaktiske kontrakt er resultatet af en uudtalt forhandling af forholdet mellem en studerende, et 
bestemt miljø og uddannelsessystemet typisk personificeret igennem en lærer. De uudtalte 
forventninger fra de studerende om hvad den didaktiske situation indeholder og hvordan de forventes 
at arbejde med dette indhold defineres igennem den didaktiske kontrakt.   
De studerende forventer i mange situationer at få serveret den viden de skal bruge for derefter at 
anvende den i opgaver eller andet miljøet tilsiger, men her kan der opstå et egentlig kontraktbrud, hvis 
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læreren devoluerer så lidt som det kan være ønskeligt i forhold til at give den adidaktiske situation det 
bedste indhold, men eleverne ikke mener de kan gå i gang da de ikke har fået nok informationer om 
hvad de skal.  
At mestre kunsten at lave en god og frugtbar didaktisk situation må være ønskesituationen for enhver 
lærer, men vi vil dog sætte spørgsmålstegn ved, om vi decideret gør vores studerende en tjeneste ved 
kun at arbejde med TDS hele tiden. Det er et åbent spørgsmål om vi med de rammer vi har, kan nå at 
få vores studerende til selv at konstruere al deres viden ud fra gode og velvalgte DS, eller om der bliver 
nødt til stadig at være en vis grad af udenadslære som måske for de studerende kan sidde som kim til 
senere konstruktion af et mere fyldestgørende teorisæt. [Poulsen, 2014] Man kunne sige at gymnasiet 
netop er en slags overgangsfase hvor eleverne gradvist skal vænne sig til selv at skaffe sig viden og ikke 
mindst selv blive klar over hvordan de personligt lærer og tilegner sig stof bedst. Dette er selvfølgelig 
en modningsproces og vi kan ikke forvente den samme “AFL”7 af en 1.g som en 3.g elev. 
Dette bringer begrebet stilladsering på banen. Begrebet beskriver den instruktion en lærer giver en 
eller flere elever for at støtte eleven til at arbejde i Vygotskys zonen for nærmeste udvikling. 
Stilladsering er dermed et bud på hvordan man helt konkret kan arbejde Vygotskys teori for læring. 
Begrebet stammer fra den amerikanske udviklingspsykolog Jerome Bruner helt tilbage i 50-erne i hans 
arbejde med børns sproglige udvikling og blev præsenteret i forbindelse med et forskningsprojekt om 
3-5 åriges læring via visuel og sproglig instruktion i en artikel af Wood, D., Bruner, J. S., og Ross, G fra 
1976. Begrebet har siden fundet bred anvendelse inden for læringsteori og er blevet nuanceret og 
udbygget også af danske forskere. Forskere har underopdelt begrebet f.eks. i hård og blød stilladsering 
hvor den bløde stilladsering kan eksemplificeres ved at en lærer støtter eleverne i en almindelig 
opgaveregningssituation og en hård stilladsering kan være vores bevisarkæologi, hvor man på forhånd 
har valgt hvordan en struktur skal køres. Specielt indenfor IKT8 er stilladsering blevet diskuteret som 
metode. Begrebet er derfor blevet bredt væsentligt ud, så stilladseringsprocessen ikke længere kun 
handler om den enkeltes læring, men også læring i klasserummet eller på hele institutioner.  
Vi vil her skitsere den oprindelige beskrivelse af stilladseringsprocessen som ifølge Wood, D., Bruner, J. 
S., & Ross, G (1976) består af følgende elementer:  
 
1. Rekruttering - læreren skal få eleven til at deltage i læringssituationen. 
2. Reduktion af frihedsgrader - læreren skal reducere opgaven for eleven så opgaven med 
passende støtte kan løses af eleven. Problemet skal i Vygotskys formulering tilpasses elevens 
nærmeste udviklingszone. 
3. “Hyrdehund” - på engelsk “direction maintenance”. Læreren skal sikre at eleven bliver ved 
opgaven ved at støtte, motivere og opmuntre eleven. 
4. Markere afgørende elementer. Læreren skal hjælpe eleven med at se hvor elevens produktion 
afviger fra det læreren efterspurgte. 
                                               
7
 Ansvar For egen Læring. 
8
 Informations og Kommunikations Teknologi. 
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5. Frustrations kontrol. Læreren skal være til nytte for eleven i forhold til at klare en opgave. 
Eleven skal helst være mindre frustreret, når læreren hjælper end når eleven er alene om 
opgaven. 
6. Demonstration. Læreren skal kunne lave en idealiseret løsning som eleven genkender som det 
der skal arbejdes for at opnå.    [Wood et al, 1976] 
 
Wood et al, (1976) observerer at den sværeste fase at lave stilladsering i, er den fase hvor eleven 
rykker sig mest i forhold til sin udviklingszone. I deres undersøgelse er det de 4-årige der er sværest for 
instruktøren at arbejde med, men det er også her der sker den største ændring. 
 
I vores gymnasieregi genkender vi hurtigt denne karakteristik af stilladseringen. Vi har sværest ved at 
ramme de elever som er i gang med den største udvikling i tilegnelsen af det nye teoriværk. De skal 
ikke have starthjælp, ej heller konstruktiv feedback på en næsten færdig opgave. De laver masser af 
fejl som for os forekommer lidt uforklarlige, men vi kan godt se, at de er på vej den rigtige vej, blot kan 
vi ikke helt fange, hvor langt de er kommet.  
 
I forhold til didaktiske overvejelser omkring anvendelsen af bevisarkæologi i 
interventionssammenhæng kan både TDS og stilladsering være frugtbare teorirammer. TDS kan 
beskrive hvordan bevisarkæologi-metoden danner et læringsmiljø for eleverne, hvor devolution ligger i 
forklaringen af baggrundskategorierne og ikke i tildelingen og diskussionen af kategorier som eleverne 
selv står for. Vi falder dermed ikke i et devolutionsparadoks, da eleverne skal lære en 
kategoriseringsøvelse og ikke et stykke pensum som sådan. 
Stilladseringsbegreberne - specielt reduktionsdelen -  kommer her i spil, da kategoriseringsøvelsen må 
betegnes som en reduktionsopgave af det at tilegne sig viden om bevisers indhold og struktur. 
Forhåbningen er selvfølgelig at vores reduktion skaber så stor overensstemmelse mellem målet for 
undervisningen og elevernes nærmeste læringszone at elevernes udbytte af undervisningen øges 
væsentlig i forhold til almindelig tavlegennemgang af beviser af enten lærer eller enkeltelever. 
Vi kan også diskutere i hvor høj grad de efterfølgende faser i stilladeringen modarbejder eleverne i 
deres adidaktiske arbejde, men vi kan i hvert fald sige at bevisarkæologien giver os gode muligheder 
for både at opbygge egentlige didaktiske situationer og fylde stilladserede forløb, og for os at se vil 
begge didaktiske rammer understøtte eleverne undervejs. 
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5. Detektion 
For at detektere hvilke elever, der kunne forventes at have særlige vanskeligheder med matematisk 
ræsonnement, og dermed sandsynligvis også med bevisførelse, gennemførte vi semesterets “23 
spørgsmål fra professoren” detektionstest i to 3g klasser (3a fra Bagsværd Kostskole og Gymnasium og 
3x fra Allerød gymnasium), en 2g og en 1g klasse. 3g klasserne blev ud over professortesten også bedt 
om at svare på en “belief-test”, som bliver præsenteret sidst i kapitlet. 
Da vi hovedsagligt arbejdede videre med 3g’erne både med hensyn til klasseundervisning og enkelt- 
intervention, er det stort set kun deres resultater der beskrives. I bilag A er resultaterne for alle fire 
klasser afbildet grafisk9.  
 
5.1 Semesterets detektionstest og vores samlede resultater for 3a og 3x 
De 23 spørgsmål i testen var af ret forskellig karakter. Der var både spørgsmål hvor eleverne skulle 
svare ved forklaring og argumentere, ved beregninger og mange af spørgsmålene undersøgte 
elevernes forståelse af implikation og biimplikation.  
 
Vi valgte i første omgang at give 0-2 point i testen, hvor 0 blev givet hvis opgaven var helt eller næsten 
helt forkert besvaret, 1 point blev givet hvis der var noget rigtigt og 2 for en fuldstændig rigtig 
besvarelse. Det gav os et første indtryk af hvilke opgaver der var svære og voldte vores elever 
problemer. På figur 5 nedenfor ses de to 3g klassers samlede resultater, hvor vi synes det skal 
bemærkes, at de to 3g klassers resultater er ret ens. Dette tyder på, at det er de nogle spørgsmål bare 
er svære selv for 3g klasser. 
 
                                               
9 Det ses “heldigvis”, at det er 3.g’erne der klarer sig bedst i alle spørgsmål. 2.g eleverne klarer sig i visse spørgsmål 
dårligere end 1.g eleverne, hvilket kan skyldes at en del af 1.g eleverne er på A niveau og 2.g erne er B-niveau, og derfor har 
en bedre matematik forståelse, men det kan også skyldes, at det er forskellige mennesker der har rettet opgaverne. 
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Ud fra denne pointgivning kunne vi ikke umiddelbart se hvilke typer af problemer eleverne havde i 
deres forståelse af beviserne. Vi kunne dog se, at der havde været problemer på visse områder, og 
derefter dykke ned og se om fejl skyldtes manglende ræsonnements-forståelse, manglende 
begrebsapparat, manglende forståelse af implikation og biimplikation, spørgsmålenes formuleringer 
eller andet.   
                                     
På seminaret i januar gættede vi på at spørgsmål 3, 4, 6, 9, 18, 20 ville volde mange af eleverne 
problemer. Dette passer ikke helt overens med 
de spørgsmål som så viste sig at volde klasserne 
problemer. Som det ses er det spørgsmål 6, 8, 9, 
20 og 23 som voldte de fleste problemer i de to 
klasser (og spørgsmål 5 var problematisk i 3a). 
De tre af spørgsmålene havde vi gættet, men der 
var også tre spørgsmål som vi ikke havde 
forventet ville være svære. Dette er for 
overblikkets skyld forsøgt illustreret på figur 6.  
 
5.2 Udvalgte elevers resultat i detektionstesten i forhold til klassernes samlede resultat 
På Allerød gymnasium besluttede vi at arbejde videre med de to 3g elever, som vi havde vejledt i første 
semester (Sune og Carla). Dette valg blev ikke truffet på baggrund af semesterets detektionstest, men 
fordi vi gerne ville se om den algebra som vi håbede at have lært dem i første semester stadig var 
problematisk, og i givet fald om det så ville volde dem problemer i deres bevisførelse. 
På Bagsværd Kostskole og Gymnasium besluttede vi at køre en diagnosesamtale med de 4 dårligst 
scorende 3g elever. De 2 af dem er gengangere fra sidst (Karl og Malte) og de 2 andre lå også lå lavt 
sidst (Karen og Nille).  
Desuden udvalgte vi de spørgsmål eleverne havde scoret lavest i og lavede to seancer på Bagsværd 
som kunne hjælpe os i diagnostiseringen af elevernes vanskeligheder: en gruppearbejdsøvelse og en 
klassediskussion. 
 
På figur 7 ses et diagram der viser de seks udvalgte elevers resultater i forhold til klassernes samlede 
resultat.  
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På diagrammet kan vi se om der er spørgsmål som vores udvalgte elever klarede markant dårligere end 
den gennemsnitlige 3g’er. Det ses samtidig, at der er flere spørgsmål hvor vores udvalgte elever klarer 
sig bedre end gennemsnittet.  
For at tydeliggøre elevernes svarprocenter har vi på figur 8 nedenfor illustreret forholdet mellem de 
udvalgte elever og gennemsnittet.  
 
Den grønne streg markerer et niveau over gennemsnittet og vi kan deraf aflæse de spørgsmål, hvor 
vores elever har klaret sig væsentligt bedre end gennemsnittet. Det drejer sig om spørgsmål 7, 9 og 
2010.  
Den gule streg markerer gennemsnittet, og viser hvor eleverne klarer sig som gennemsnittet.  
De spørgsmål der ligger under den røde streg, er de spørgsmål hvor eleverne har klaret sig hvad vi 
vurderer som markant dårligere end gennemsnittet (har opnået højst 60 % rigtige i forhold til 
gennemsnittet). Det drejer sig om spørgsmålene: 5, 8, 11, 15, 16, 19, 22. For at se om der er et 
mønster, har vi derfor valgt at dykke ned i disse spørgsmål.  
                                               
10
 Vi har analyseret spørgsmålene, og vurderet, at det er mere held og gæt end forstand at de udvalgte elever klarer sig 
bedre. Både spørgsmål 9 og 20 er spørgsmål hvor alle eleverne klarer sig dårligt. Vi vil derfor ikke yderligere diskutere disse 
spørgsmål. 
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Spørgsmål 5, er et bevis, hvor man både skal 
argumentere for en påstand som åbenlyst er 
falsk, gennemgå et svært bevis for fejl og så 
konkludere i forhold til sammenhængen 
mellem universalpåstanden og beviset. 
 
Der er mange af vores elever som undlader 
at besvare spørgsmål a og andelen af 
ubesvarede a spørgsmål er højere i blandt 
vores udvalgte elever. Dette kan hænge 
sammen med elevernes usikkerhed overfor 
egne evner, og at vi bryder den didaktiske 
kontrakt ved at stille dem et trick-spørgsmål. 
De svageste elever tør ikke stole på deres viden om tal. Det er formentlig også et spørgsmål om symbol 
og formalismekompetencen er svagere for vores udvalgte elever og at følge en så lang række 
omskrivninger er stort set umuligt for disse elever.  
Gennemgangen af beviset hviler på at eleverne har styr på dels at man ikke må dividere med nul men 
også at det ikke giver meget mening at sætte to tal lig hinanden og så arbejde videre med deres 
differens. Dette snyderi springer flere af de svageste elever i øjnene men de kan ikke fortælle hvad der 
egentlig er galt med det.   
 
“Man kan ikke bare sætte noget lig med noget andet som ikke har nogen sammenhæng med det 
andet”. 
 
“Når man sætter a=b for så kan man kun bevise at de to tal er lige store” 
 
Elevernes bud på en fejl i beviset var forholdsvis konsistent 
den midterste del, hvor de skriver, at  
 
“Fordi hvis man ganger med 0, så er det klart at svaret er nul”. 
 
“At man ganger med 0=0”. 
 
“Det der bliver bevist er at 0⋅x=0. Det kan såmænd gøres på alle beviser og destruere meningen med 
beviset”. 
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Spørgsmål 8 
I spørgsmålet skal man kende 
til vægtede gennemsnit - 
altså på sin vis brøk og 
procentregning slået 
sammen. To af vores udvalgte elever mener at denne påstand er helt rigtig, og tre har undladt at svare. 
Når eleverne klarer denne dårligt er det derfor algebraen der åbenbart stadig halter. Eleverne mangler 
talforståelse og formalisme, hvilket gør at de ikke kan følge og forstå ræsonnementet. Det er 
selvfølgelig også en mulighed at de slet ikke ved hvad ræsonnement betyder! 
 
 
Spørgsmål 11.  
Dette spørgsmål minder lidt om 
spørgsmål 8, idet man her skal 
forstå regning med procenter. Når 
det går galt, er det således også 
talforståelse og formalisme der 
svigter. Vores udvalgte elever klarer dog dette spørgsmål en del bedre end spørgsmål 8, hvilket kan 
skyldes at de ikke ved hvad ræsonnement betyder, eller at eksemplet med bibliotekerne er et ofte 
anvendt eksempel i undervisningen. (De kan næppe huske Åse D. Madsen, men eksemplet er godt). 
 
 
Spørgsmål 15 
Den største udfordring i denne 
opgave var for vores udvalgte 
elever, at svare på begge 
spørgsmål. Halvdelen af dem der 
svarer forkert, får simpelthen ikke 
set på arealerne, men kun på 
omkredsene. Vi tænker, at de ikke 
rigtig kan kapere at der er flere 
ting de skal på samme tid. Der er 
to elever der slet ikke svarer på 
dette spørgsmål - måske fordi 
opgaven ser lidt overvældende ud, 
ellers kan de blot ikke huske formlerne for hhv. omkreds og areal af en cirkel. 
 
Spørgsmål 16  
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I denne opgave skal eleverne mestre rumlige figurer. Det bliver således i første omgang registerskifte 
og dernæst potens-regneregler, som ender med at spænde ben for dem. Der er generelt i begge 
klasser mange af eleverne der regner volumenet ud med tal eksempler eller svarer meget upræcist, 
hvilket selvfølgelig heller ikke giver fuldt point.  
 
 
Spørgsmål 19 
Dette spørgsmål er et af de 
spørgsmål, hvor vi blev 
overrasket over, at der er så 
mange af de udvalgte 
elever, der fejler. De har før 
vist, at de godt ved hvad et 
kvadrat er, så derfor er det 
mærkeligt at de fejler her. 
Carla har markeret den rigtige figur, men streget det ud og skrevet at der ikke er nogen af figurerne der 
virker. Vi tænker at dette kan skyldes ordet “eventuelt”. Når der står “eventuelt” kunne læreren jo 
tænkes at bryde den didaktiske kontrakt ved at snyde og lade være med at lave en figur der kan 
bruges. En anden udfordring tror vi ligger i ordet “ikke” og dermed den negation der lægges op til. Fire 
af de seks udvalgte elever markerer firkant nummer to. De forstår altså ikke at de skal finde en figur 
som opfylder at have fire lige lange sider, men ikke er et kvadrat, men vælger en figur som ikke har lige 
lange sider.   
 
Spørgsmål 22 
Mange er gået i 
stå her sidst i 
testen, og 
undlader derfor 
at svare. Det er derfor ikke sikkert at eleverne ikke kan svare, vi tror nærmere det er et udtryk for at de 
er gået kold. Vi synes derfor, at det er svært at bruge dette spørgsmål til detektion af en svaghed. 
 
  
 
5.3 Gruppearbejde og klassediskussion af de sværeste opgaver 
Som før nævnt havde vores elever vanskeligt ved spørgsmål 5, 6, 8, 9, 20 og 23. For at nå en dybere 
forståelse af hvori disse vanskeligheder lå, arrangerede vi to klasseøvelser i 3a, hvor eleverne skulle 
dykke ned i spørgsmålene på forskellig vis og diskutere enten i grupper eller i klasserummet, hvad der 
kunne være humlen i disse spørgsmål. Spørgsmål 5 blev diskuteret i grupper på fem, hvor vi havde 
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grupperet eleverne efter deres score i detektionstesten. Desuden blev spørgsmål 6, 9 og 20 diskuteret i 
efterfølgende matrixgrupper. Eleverne fik til opgave at optage lydfiler af deres diskussioner af 
opgaverne.  
Spørgsmål 8 og et udvalg af spørgsmål med baggrund i forståelse af procentregning og forholdsregning 
blev diskuteret i klassen, men dette har vi ikke valgt at dykke ned i, da vi ikke har optaget dette og 
derfor ikke kan have konkrete citater med. Vi har heller ikke valgt at kommentere gennemgangen af 
spørgsmål 5 yderligere, da grupperne rent faktisk holder fast i, hvad vi ovenfor har skitseret som 
problemerne for de udvalgte elever.11 
  
 
Spørgsmål 6: 
Eleverne finder hurtigt ud af 
at pointen må ligge gemt i at 
en af de ubekendte måske 
kan være nul. Denne 
mulighed volder dog 
overraskende mange 
vanskeligheder.  
 
En dygtig elev overvejer følgende: 
 
“Hvis vi går ud fra at y er nul, så vil det vil være nul i 2. Men hvordan kan vi så sige y2 som nul i anden 
med, men vi tager ikke det der med. Begge dele burde jo gå ud og så vil du bare have x2.” 
 
Eleven har altså svært ved helt at få placeret det dobbelte produkts rolle her. Skal det “gå væk” eller 
skal det “være der”? Hun stopper op, selvom hun faktisk har fanget pointen at hvis enten y=0 eller x=0 
gælder lighedstegnet, og så har vi fundet en modstrid.  
 
Dette er meget typisk. Specielt de middelgode elever har mange kvaler med at y og 2xy “forsvinder”. 
Dette kunne bunde i at de forvirres af de sproglige registerskift. Her er en passage mellem en særdeles 
stærk elev som er oppe imod to svage og meget stædige elever: 
 
E1: “Hvis x er 5 og y er nul, så vil der stå 52 plus 0 plus y2” 
E2: “Men så vil du jo heller ikke få…y2.” 
E1: “Men det er jo stadig y2”  
                                               
11
 Vi har valgt at placere nedenstående diskussion af elevernes svar i detektionsafsnittet da vi betragter elevernes svar som 
en mundtlig udgave af deres detektionstest-svar, så vi får et væsentlig bidrag gennem udtalelserne til vores 
detektionsmateriale. De efterfølgende refleksioner er dog diagnostiske i deres natur, men opgavestrukturmæssigt 
vurderede vi det mest læsbart at få refleksionerne sammen med detektionen.  
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E2: “Men det er jo ingen ting” 
E1:  gentager: “Det er stadig y2” 
E2 “Det er det da ikke” 
 
Anden elev protesterer: 
E3: “Det er jo stadig 2xy” 
E1: “Ja men man kan krydse det ud” 
E3: “Jo, men så kan du jo også bare krydse y2 ud” 
E1: “Ja, men det SKAL du ikke.” 
 
Gruppen ender faktisk med at være splittet, fanget i det sproglige problem med at noget forsvinder, 
hvis det er praktisk og bliver der, hvis det er praktisk. 
Faktisk er der ingen af grupperne, hvor lighedstegnet bruges direkte i argumentationen. Blot at opfatte 
at man kan lade nullerne stå for at de svage visuelt kan se dem så der ikke er noget der skal forsvinde, 
kommer slet ikke i spil. Dette tyder på at selv de stærkeste i klassen ikke har et fuldt reificeret 
ligningsbegreb endnu.  
 
 
Spørgsmål 9: 
Alle grupperne har fanget, at 
hvis de kan finde et 
modeksempel så kan de 
svare nej, men dog bliver 
ordlyden af spørgsmålet 
vendt i mange af grupperne  
Eleverne har meget svært ved ikke at arbejde med funktioner, så de hænger fast i det 
monofunktionelle symbolske register og kan ikke skifte til det visuelle register. INGEN af grupperne 
vælger at skitsere mulige grafer, men halvdelen af grupperne når dog frem til at diskutere om x = 0 har 
formen y = a·x.  
 
En af de svagere elever skærer dog fint igennem efter at han cirka 10 sekunder efter starten har 
foreslået x = 0, men er blevet fuldstændig overhørt af de elever vi normalt ser som stærke. Han sætter 
de andre på plads med udsagnet: 
 
“Vi kigger ikke på funktioner, vi kigger på linjer”. 
 
Faktisk har de svagere elever i gruppearbejdet ofte nemmere ved denne opgave i diskussionerne end 
de stærkere, hvilket kunne hænge på at de måske bedre kan lide at arbejde grafisk og muligheden x = 0 
ligger mere lige til for dem som en løsning. 
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Spørgsmål 20 
I dette spørgsmål er der i 
grupperne store 
problemer. De stærke har 
ikke noget problem med 
at se at vi kan have med 
en simpel logisk 
fejlslutning. De overbeviser sig hurtigt om at sætningerne ikke indeholder det samme da det ene er 
rigtigt og det andet forkert, men at få overbevist de middelgode og svage elever viser sig i flere tilfælde 
ikke at kunne lade sig gøre. 
Vi hører eleverne sige gentagne varianter af: 
 
“Der bliver ikke spurgt om sætningerne er rigtige, der bliver spurgt om indholdet, udsagnet er det 
samme”. 
 
At de ikke behøver være sande for at indholdet er det samme har de i og for sig ret i, men de skal dog 
stadig se om sand/falsk gælder for dem begge. 
En håndfuld elever mener altså ikke, at det er nødvendigt at have overensstemmelse i rigtigheden af 
udtalelserne, for at de kan have samme indhold, hvilket er tankevækkende, men dog måske ikke helt 
overraskende, da det stemmer fint overens med hvad Cecia Hoyles og Dietmar Küchemann finder 
gælder for engelske 13-14 årige skoleelever i deres interessante artikel som netop omhandlende en 
lettere udvidet udgave af spg. 20. [Hoyles og Küchemann, 2002]  
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5.4 Beliefs-test. 
For at undersøge elevernes beliefs med hensyn til matematik, matematisk uddannelse og sig selv 
udviklede vi en lille “belief-spørgeskema” bestående af nedenstående elleve spørgsmål: 
 
De første 7 spørgsmål refererer til matematiske begreber og de sidste 4 spørgsmål refererer til 
matematik og egne evner/motivation. Spørgsmål 8 og 11 kunne synes meget identiske, men 
spørgsmålenes lighed søger at få afdækket om eleverne mener der er en distinktionen mellem bevisers 
rolle helt generelt - f.eks. historisk eller på universitetet og så om de mener, det er en vigtig del af selve 
undervisningen.  
Vi gav eleverne spørgsmålene både før og efter de havde gennemgået et “bevis forløb”, så testen 
havde ikke kun et detektionsformål, men også et evalueringsformål. Ideen var selvfølgelig at se om vi 
kunne afdække, om vi i vores arbejde med beviserne fik flyttet på elevernes beliefs i forhold til 
matematik. 
Elevernes beliefs om “de sociomatematiske normer for beviser i klassen” er sværere for os at teste 
med sådan en skriftlig test, da disse beliefs primært kan observeres ud fra elevernes udtalelser om 
egen og andres bevisaktivitet. Som vi senere skal se, prøvede vi i interventionen at konstruere 
situationer som stimulerede sådanne refleksioner.  
 
 
 
 
 
 
 
1. Hvad er matematisk ræsonnement? 
2. Hvad er et matematisk bevis? 
3. Er der en forskel på ræsonnement og bevis? Hvis ja: Hvilken? 
4. Hvorfor beviser vi matematiske påstande? 
5. Kender du forskellige typer af beviser? 
6. Er der nogen beviser, der er bedre end andre? 
7. Hvad kan et bevis indeholde? (Hvilke trin kan der være i et bevis) 
8. Er beviser vigtige i matematik? 
9. Hvad synes du om beviser? 
10. Er du god til beviser? 
11. Hvorfor har vi beviser i matematikundervisningen? 
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6. Diagnosticering 
 
6.1 Diagnoseforløb for enkeltelever 
Vores diagnosticering af enkelteleverne foregik på forskellig vis på vores to skoler. På Bagsværd 
Kostskole og Gymnasium fik de fire svageste elever fra detektionstesten en diagnosticeringssamtale 
som tog udgangspunkt i det kinesiske bevis for Pythagoras læresætning. Dette udgangspunkt blev valgt 
ud fra den overvejelse, at klasseinterventionen skulle starte med at arbejde med netop dette simple og 
kendte bevis, og det ville være interessant at følge disse klasseambassadørers reaktion i klasserummet, 
når øvelsen blev gentaget som klasseøvelse.   
De fire elever har som det ses i ovenstående analyse lidt flere problemer end klassen som helhed, og 
kun enkelte steder klarer de sig lidt bedre end gennemsnittet. Hvis man tager i betragtning at de 
udvalgte elever alle var elever der også kæmpede med detektionstest 1, og dermed har problemer 
med specielt symbol og formalismekompetencen er disse afvigelser at forvente og der er intet der 
tyder på at de udvalgte elever ikke besidder de vanskeligheder som generelt forefindes i klassen. 
Interviewene kan derfor betragtes som en kvalitativ analyse af forholdene i klassen forud for 
klasseinterventionen såvel som det selvfølgelig giver os en viden, som vi kan bruge i forhold til 
diagnosticeringen af de enkelte elever. 
På Allerød var diagnosticeringen en del af vejledningssamtalerne med de to udvalgte elever. Der blev 
holdt seks vejledningssamtaler som fungerede både som grundlag for diagnosticering og som mulighed 
for intervention. Vi havde på forhånd besluttet at tage udgangspunkt i noget af den algebra, 
kvadratsætningerne og potensregnereglerne, som eleverne i det foregående semester havde haft 
udfordringer med. Efter hver samtale overvejede vi hvori elevernes vanskeligheder bestod, så vi ved 
næste samtale kunne foretage intervention over for den observerede og foreløbigt diagnosticerede 
vanskelighed. Overbliksreferater fra vejledningssituationerne er vedlagt rapporten som bilag B. 
 
  
6.1.1 Diagnostiske observationer af enkelteleverne 
I vejledningerne og ved diagnosticeringssamtalerne med vores elever blev vi opmærksomme på 
følgende fem tendenser:  
1. Vanskeligheder med symbol-og formalismekompetencen  
2. Et ufuldstændigt begrebsbillede af det matematiske bevis  
3. Vanskeligheder med repræsentationskompetencen  
4. Vanskeligheder med de krævede registerskift   
5. Vanskeligheder med ræsonnementskompetencen  
Det var tendenser, der gik igen på begge vores gymnasier. Vi vil nedenfor beskrive og eksemplificere 
disse tendenser og samtidig præsentere de overvejelser vi gjorde omkring dem specielt i forhold til 
vejledningsintervention og klasseintervention.  
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Tendens 1: Vanskeligheder med symbol- og formalismekompetencen. 
Vores elever blev gentagne gange bremset i deres arbejde med beviserne på grund af et algebraisk 
problem. Nedenfor viser vi først nogle uddrag af vejledninger med Sune og Carla samt 
diagnosesamtalerne med Karl, Malte, Karen og Nille, hvor de må bruge uhensigtsmæssig meget energi 
på at forstå reduceringer indeholdende kvadratsætninger eller parenteser. Dernæst giver vi et par 
eksempler på andre algebraiske vanskeligheder. Vi har dog valgt ikke at gå længere ind i en diagnose af 
hver specifik vanskelighed, da vanskeligheder inden for symbol- og formalismekompetencen ligger 
uden for dette projekts rammer.  
 
Følgende uddrag er fra anden og tredje vejledning med Sune og Carla. De har i første vejledning og i 
starten af anden vejledning arbejdet intensivt med kvadratsætningerne, så det er ikke ukendt stof, blot 
skal de nu til at anvende det i en ny sammenhæng. 
 
Vejledning 2: Sune og Carla er gået i stå hvor 4 + 4 +  er blevet omskrevet til (2 + ) 
 
Vejleder: “Hvad så der, kan man lave det? ” 
Sune: “Jeg synes der er noget der forsvinder” 
Stilhed 
Sune: “Jeg ved ikke lige, hvor det sådan forsvandt hen, for der er ikke lige noget der gik ud med 
hinanden” 
Carla: “mmmmm” 
Vejleder: “Hvis I nu kigger herop, derop, er den så det samme som det, der står hernede? ” 
Sune: “Nej eller er det det? ” 
Carla: “Jeg ville sige det” 
Vejleder: “Hvorfor det” 
Stilhed 
Vejleder: “Kender vi nogle sætninger, der kan forklare os at det er det samme? ” 
Stilhed 
Carla: “Kvadratsætningerne? ” 
Vejleder: “Det var da et forslag” 
Carla: “Det ved jeg ikke... det minder bare meget om det” 
Vejleder: “Det minder om det, ja? ” 
Stilhed 
Vejleder: “Hvis det nu skulle være rigtigt at det skulle være en kvadratsætning, passer det så med det I 
arbejdede med sidste gang? ” 
Stilhed 
Sune: “Øhhh ja, det står bare lidt på en anden måde, gør det ikke? ” 
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Vejleder: “Jo prøv at skriv, forklar hvorfor du synes det passer” 
Sune: “Fordi der er ligesom også det med det dobbelte produkt, det må så bare være det her, det er 
bare fordi det helst skal stå bagerst” 
 
I uddraget ses det, at eleverne bremses af et algebraisk problem. Deres bevisførelse- og 
ræsonnementskompetence vil først rigtigt komme i spil, når de skal til at argumentere for, hvorfor 
(2 + ) =  d nødvendigvis må føre til de påståede løsninger for x, for d større, mindre eller lig nul. 
Denne argumentation ville udgøre en logisk kæde af udsagn, der dels ville bygge på indledende 
definitioner, dels på resultatet af den udregning, eleverne lige havde foretaget. På den måde kan vi 
sige, at eleverne med deres udregning skulle skabe belæg for deres argumentation. Sådanne 
udregninger har vi, som nævnt i rapportens indledende afsnit, valgt at kalde bevisets 
konstruktionsdel.12  
Et andet aspekt vi bemærker ved uddraget, er Carlas måde at ræsonnere sig frem til, at det muligvis er 
en kvadratsætning, der er på spil. I første omgang er der formentligt tale om et element af gætteri. 
Vejleder antyder at vi har nogle sætninger, vi kan bruge og Carla foreslår kvadratsætninger, som er de 
sætninger vi netop har arbejdet med. Carlas næste argument for, at det nok er kvadratsætninger der er 
i spil, er at “det minder meget” om det. Hun giver sig ikke til at efterprøve med en udregning, men 
nøjes med at konstatere en lighed. Bruger vi Skemps kategorisering i en henholdsvis intuitiv og 
refleksiv mental aktivitet ved tilegnelse af matematik, [Skemp 1976/1979] kan vi argumentere for, at 
Carlas ræsonnement i dette tilfælde er intuitivt. Samtidig kan det overvejes om hendes forståelse af 
kvadratsætningerne er relationelt eller instrumentelt. I dette uddrag tyder det på at hendes forståelse 
hovedsageligt er instrumentel. Hun ved at det “minder om” noget af det man får, når man udregner en 
kvadratsætning, og hun ved at der kan komme et ekstra led. Men hvorfor dette ekstra led dukker op, 
virker det ikke som om hun har forstået. Dog er hun forholdsvis god til at udregne kvadrater i 
reduceringsopgaver, ligesom hun også var helt klar over hvad der skete, da hun ved første vejledning 
algebraisk beviste kvadratsætningerne. Derfor mener vi også, at der også kan være tale problemer med 
det tekniske niveau af symbol- og formalismekompetencen. Altså at det er den nye sammenhæng i lige 
så høj grad som selve det regnetekniske, der giver hende problemer.        
 
Følgende uddrag er fra diagnosesamtaler med Nille men Karen havde præcis samme vanskelighed, som 
algebraisk spændte ben for gennemførslen af beviset: 
 
Vejleder: “Kunne du via disse enkeltdele lave et samlet areal af den store firkant - ud fra hvor stor den 
er (Der peges på centerfirkanten) og trekanterne? ” 
Nille: “Ja, så kan vi vel regne den store firkant ud, og så en af trekanterne … nej, den lille firkant og så 
en af trekanterne fordi vi ved at trekanterne er lige store” 
Vejleder: “Ja… ? ” 
                                               
12
 Se evt. s 7. 
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Nille: “og så gange det med 4”. 
Vejleder: ”Kunne du skrive det op hernede? ” Der peges nedenfor udregningerne. 
Nille: ”Ja, så først har vi en af trekanterne og det kan vi så gange med 4 og det vil jeg så plusse med c2” 
Vejleder: “Ja, kunne du så arbejde videre med det udtryk” Vejleder peger på leddet 4 ∙ ( ∙  ∙ 0.5) 
Nille: “Ja forkorte det lidt? Eller gange det ud. Ja, det bliver vel 4 ∙ 4 ∙ 2. Nille standser sig selv og 
tøver. 
Vejleder: “Prøv at kigge på det” 
Nille tænker et stykke tid men kommer ikke på noget 
Vejleder: ”Er det sådan man ganger ind? ” 
Nille, “naaj… “ 
Vejleder: ”Nej, det gør man ikke. Du stopper dig selv og det er også rigtigt, for det er ikke helt rigtigt” 
Nille: “Nej, man skal først gange det sammen, så det er bare ba og... ½  … ½ba.. nej det kan man ikke ” 
Vejleder: “Jo, der står noget bagefter … eller foran” Vejleder peger på 4-tallet”. Vi har 4 gange de der 
firkanter” 
Nille: “Ja, så fire .. b… 2...b..a” 
Vejleder: “Ja”. 
Nille skriver stadig ikke noget. 
Vejleder: “Ja, så 4 gange ½ af dem - ba’erne, så hvor mange har vi i alt” 
Nille: “2” 
Nille skriver nu rigtigt 2 +   
 
Nilles problem er at hun har overgeneraliseret det at gange ind i en parentes med flere led, så det nu 
for hende også gælder for 3 faktorer ganget sammen hvor man har valgt at skrive 2 af faktorerne i en 
parentes. 13 
  
Når disse algebraiske problemer er interessante i forhold til vores elevers arbejde med beviser, er det 
som beskrevet tidligere fordi vi mener, at de spiller en central rolle i elevernes mulighed for at tage fat 
på de mere argumenterende dele af et bevis. Typisk vil en del af argumenterne i et matematisk bevis (i 
hvert fald dem vores elever støder på i gymnasiet) bygge på belæg fremkommet ved en eller anden 
form for udregning eller reducering af et udtryk og vi kan derfor frygte, at arbejdet med udregningerne 
let kan blive så stor en belastning, at vores elever aldrig kommer længere. Ved hjælp af bevisarkæologi 
kan eleverne forhåbentlig støttes til at se, at der er flere dele af beviset og måske forstår de andre dele, 
så deres beliefs omkring deres egen bevisvirksomhed ændres.  
                                               
13
 Dette ser vi særdeles hyppigt også for selv dygtige elever. Typisk ser vi det i 3.g når de f.eks. skal argumentere for at en 
funktion er løsning til en differentialligning. Et typeeksempel på en opgave hvor det ofte går galt er  
Er () =  ·    løsning til differentialligningen  


 =


+  
Her sker ofte følgende ved udregning af 2y:    2()  =  2( ⋅ ) = 2 ⋅ 2 
Den krakilske lærer går så empirisk ind og prøver at lave en kognitiv konflikt ved at spørge hvad 2*(3*4) hvilket hurtigt 
skaber konflikt for de kvikke men det mere udfordrede skal have yderligere støtte til at generalisere dette ræsonnement. 
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Af andre interessante algebraiske problemer kan nævnes: 
 
Sune sætter ( + ) = ( + ) + ( + ). 
Carla har problemer da hun skal hæve en minusparentes. 
Carla mener ikke at √2 + √2 = 2√2 , da der jo står plus mellem leddene på venstresiden og gange på 
højresiden. 
 
 
Tendens 2: Begrebsbilledet af det matematiske bevis.  
Med begrebsbilledet af det matematiske bevis, mener vi alle de mentale billeder, der aktiveres, ved 
brug af begrebet “det matematiske bevis” [Tall og Vinner 1981]. I vores overvejelser omkring vores 
elevers begrebsbillede af det matematiske bevis, synes vi det giver mening at skelne mellem tre 
forskellige aspekter af begrebsbilledet. Dette skyldes, at de problemer, der viser sig omkring det 
mentale billede, der aktiveres når eleverne giver sig til at arbejde med et bevis, så vidt vi kan se, falder i 
tre forskellige kategorier. Den første omhandler det vi vil kalde bevisets indhold, den anden omhandler 
det, vi vil kalde bevisets rammer og den tredje det vi vil kalde bevisets rolle. Selvom vi har adskilt de tre 
kategorier, er der også overlap.  
 
Bevisets indhold 
Carlas og Sunes opfattelse af et matematisk bevis, er at det er noget med bogstavregning. Ifølge Tall og 
Vinner kan vi beskrive af elevs forståelse af et matematisk objekt ved hjælp af termerne begrebsbillede 
og begrebsdefinition, hvor den sidste kan være enten personlig eller formel. [Tall og Vinner 1981] 
Bruger vi denne opdeling kan vi overveje om Carlas og Sunes begrebsbillede, det vil sige den mentale 
aktivitet, der aktiveres ved begrebet “matematisk bevis” indeholder manipulation af regneudtryk (med 
bogstaver). Dette mener vi blandt andet kan ses i følgende uddrag fra vejledning seks, hvor vi har bedt 
Sune og Carla om først at bevise kvadratsætningerne algebraisk og derefter bad vi dem bevise første 
kvadratsætning på baggrund af to kvadrater. Da de er kommet igennem begge beviser bliver de bedt 
om at sammenligne de to måder at bevise på.  
 
Vejleder: ”Hvad er overhovedet sammenhængen mellem vores kvadratsætning og figuren her? ” 
Stilhed 
Vejleder: “Hvorfor kan det der være et bevis for den første kvadratsætning? ” 
Sune: “Jeg ved ikke om jeg sådan vil kalde det et bevis” 
Vejleder: “Hvorfor synes du ikke at det er et bevis? ” 
Sune: “Et bevis der tænker man et eller andet med tal man regner ud, der er det bare to figurer og 
hvad… ” 
Vejleder: “Hvad skulle der ligesom til for at det skulle være et bevis? ” 
Sune: “Bare sådan, skrive det op som der” (Sune peger på den algebraiske udgave af beviset.) 
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Begge elever har tidligere i en samtale om beviser fortalt at et matematisk bevis er noget med at vise 
at en formel er korrekt, altså ikke blot noget med bogstavmanipulation. Bruger vi igen Tall og Vinner 
kan vi forklare dette med at der ikke er fuldstændig overensstemmelse mellem Sunes og Carlas 
personlige begrebsdefinition af det matematiske bevis og deres begrebsbillede af det matematiske 
bevis. Samtidig kan vi dog også se at Sune faktisk henviser til den proces det er at bevise, da han til 
sidst beskriver at det der skal til for at et bevis er acceptabelt, er noget med at ”skrive det op som her” 
og ”et eller andet med tal man regner ud”. Denne bemærkning kan derfor også tyde på at Sune gør 
brug af et eksternt symbolsk bevisskema.  
Uddraget belyser også de to elevers sociomatematiske normer, herunder især hvad der tæller med 
som et matematisk argument og hvordan man agerer mere eller mindre matematisk korrekt [Yackel og 
Cobb 1996], i det det lader til at vores elever opfatter det som mere matematisk korrekt at bruge 
algebra end geometriske figurer. Dette stemmer godt overens med den opfattelse af beviser, der viser 
sig i Healy og Hoyles undersøgelse af 14-15 åriges opfattelse af det matematiske bevis. Her vælger 
eleverne typisk et narrativt argument, som det, de selv ville vælge at give for en påstand, mens de 
vælger et argument indeholdende algebra, som det, de tror, deres lærer vil synes er bedst. Dette især 
hvis det algebraiske argument er svært for dem at forstå. [Healy og Hoyles 2000]. Inddrager vi Op’T 
Eyndes teori om beliefs kan vi måske også få en fornemmelse af Sunes opfattelse af både det 
matematiske bevis og af sig selv som matematik-elev [Op’T Eynde 2002]. Sune, der ellers ofte er den 
svageste af de to, har haft væsentligt lettere end Carla, ved at se, hvad de to kvadrater i det andet 
bevis illustrerede. Det har derfor været en god oplevelse for ham at arbejde sig igennem beviset, som 
han lidt senere giver udtryk for er lettere og mere forklarende end det andet, algebraiske, bevis. Vi 
overvejede derfor om Sunes beliefs omkring matematik, og måske især det at bevise matematik, 
indeholdt noget omkring “at det er svært”, og at det kunne være en forklaring på, at dette geometriske 
bevis ifølge Sune, i første omgang ikke kan være et bevis. Samtidig kunne dette også betyde, at Sunes 
beliefs omkring sin egen rolle som matematik-elev, er at “matematik er for svært for mig”, og at det er 
derfor, at han mener at dette bevis, som han rent faktisk forstod, nok ikke er et rigtigt bevis.  
 
I øvrigt er det bemærkelsesværdigt, at Sune i ovenstående uddrag faktisk siger, at beviser er “et eller 
andet med tal man regner ud”. Vi har på intet tidspunkt i de foregående fem vejledninger gennemført 
beviser med tal (kun i form af bogstaver). Vi fik aldrig spurgt Sune om, hvad han mente med tal, men 
egentlig kunne det være spændende at finde ud af, om hans (fejl)udtalelse skyldtes, at hans 
begrebsbillede omkring variable, var blevet (mere) reificeret end ved sidste semester, sådan at han nu 
mere uproblematisk kunne omtale bogstaver som tal.  
 
Senere ved samme vejledning blev Sune og Carla præsenteret for et afkortet bevis for 
cosinusrelationen. Dette gjorde vi dels i et forsøg på yderligere at afdække en diagnose, som vi 
kommer ind på om lidt, om at Carla og Sune stort set kun fokuserede på bevisernes konstruktionsdel, 
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og ikke på hvad og hvordan, der blev bevist, og dels som en intervention, en tydeliggørelse af hvor 
vigtige rammerne omkring et bevis er.  
 
Sune og Carla får først noget tid til at studere beviset. Derefter kommer følgende dialog: 
 
Vejleder: “Er det et godt bevis? ” 
Stilhed. Carla mumler noget. 
Vejleder: “Hvad siger du? ” 
Carla: “Jeg siger jeg er enig” 
Stilhed 
Carla: “Jeg synes det er et godt bevis fordi det basically bare er regning og så hvis det kombinerer det 
med en firkant så… ” 
Vejleder: “Med en firkant? ” 
Carla:” Nej med et kvadrat, trekant... for at se sådan sidelængde for hvis du bare sådan fik stukket i 
hånden at det var V så kunne du jo… ” 
Stilhed 
Vejleder (til Sune): “Hvad siger du? ” 
Sune: “Jeg synes også den er god. Vi har en god blanding af de to, altså hvor vi både har noget regning 
og noget visuelt” 
Vejleder: “Hvad har vi bevist? ” 
Carla: “hmmmmmm” 
Sune: “Ja hvad har vi bevist? ” 
Stilhed 
Carla: ”hmmmm” 
Stilhed 
Vejleder: “Der står noget i overskriften” (Der står “bevis for Cosinusrelationen”) 
Sune: “Bevis cosinusrelationen” 
Vejleder: “Har vi bevist den? ” 
Stilhed 
Carla: ”Der står ikke noget cosinus… ” 
Vejleder: ”Nej? ” 
Carla: ”Kun Pythagoras så nej du har ikke bevist cosinusrelationen” 
Vejleder: ”Du sagde lige før det var et godt bevis? ” 
Carla: “Ja men ikke for cosinusrelationen”.  
 
Igen ser vi et eksempel på, at Sune og Carla syntes et bevis var godt, fordi det indeholdt noget 
udregning (eksternt symbolsk bevisskema). Sune udtrykte, at det gode var blandingen mellem 
illustration og regning, og Carla kom ind på lidt af det samme. Vi bemærkede dog, at de begge, efter at 
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de i diskussionen der fulgte det foregående bevis, havde set at et geometrisk bevis kunne være lige så 
matematisk korrekt, som et algebraisk bevis, med det samme inddrog illustrationen som et argument 
for at beviset var godt. Illustrationen udgjorde dog i dette bevis ikke, sådan som figurerne i det forrige, 
selve konstruktionsdelen af beviset, men var blot en illustration til støtte for udregningerne. Denne 
forskel lod det ikke til at vores elever bemærkede. I stedet virkede det som om at Carla holdt fast i det 
hun lige havde hørt (at de to kvadrater godt kunne være basis for et bevis) og at hun med denne viden 
søgte efter noget tilsvarende i dette næste bevis. Hun taler om kvadrater og firkanter selvom 
illustrationen tydeligt er en trekant. Dette fik os til at overveje om den didaktiske kontrakt Carla 
orienterede sig efter i situationen indeholdt noget med at lede i det læreren (vejlederen) lige havde 
sagt, fordi svaret på næste spørgsmål nok var at finde der. Det kunne også pege på en beliefs om 
matematik-læring, der indeholdt noget omkring, at man i en matematik-læringssituation først vil få 
præsenteret noget viden, som man derefter skal bruge i den næste opgave man stilles. Samtidig 
understreger det også det, Timmermann beskriver i sin artikel, nemlig at eleverne i deres 
løsningsstrategier leder efter noget genkendeligt fra tidligere, snarere end at forsøge at ræsonnere sig 
frem til en løsning.[Ottesen 2007] 
 
Bevisets ramme 
Udover ovenstående begrebsbillede omkring et bevis’ indhold, synes vi også, at det i en del 
vejledningssituationer fremgik, at vores elever havde vanskeligheder med at forstå, hvad et bevis 
favnede. Dette har vi valgt at kalde bevisets ramme, altså hvilke elementer hører med til beviset. Igen 
mener vi at det meget specifikt er begrebsbilledet, der er tale om, da det netop er i arbejdet med 
beviser, at de nedenstående tendenser gør sig gældende, og ikke nødvendigvis hvis vores elever skal 
beskrive, hvad et matematisk bevis er, altså elevernes begrebsdefinition af et matematisk bevis. 
 
Eleverne vælger automatisk kun at arbejde med det vi har kaldt konstruktionsdelen af et bevis. Det vil 
ofte sige de algebraiske manipulationer, der giver belæg for de argumentationer, der også (bør) være 
en del af bevisførelsen. Rammerne, som vi har valgt at opdele i ydre rammer (hvad er det i det hele 
taget, der bevises?) og i indre rammer (antagelser, definitioner, det vi ofte kalder “de indledende 
besværgelser”) beskæftiger de sig ikke med og det betyder, at de faktisk aldrig rigtigt kan komme til at 
argumentere. Et sted, hvor vi ser belæg for at rammerne opfattes som “ikke-vigtige”, er i udsnittet fra 
vejledning seks ovenfor, hvor både Sune og Carla mener, at kunne undersøge om et bevis er godt, 
selvom de ikke ved, hvad det er et bevis for. Uddraget viser efter vores opfattelse at eleverne kan have 
problemer med ræsonnementskompetencens dækningsgrad, da de ikke er i stand til at ræsonnere 
over om et bevis er et godt bevis for noget. Dette vil vi komme ind på senere.   
Flere eksempler på, at vores elever kun koncentrerer sig om bevisets konstruktionsdel, ses i de udpluk 
fra vejledning tre, der følger nedenfor. Sune og Carla arbejder i denne vejledning med at bevise, at 
differentialkvotienten for () =  +  +  er () = 2 + . De har inden vejledningen haft 
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beviset for hjemme og da de ved vejledningens start bliver spurgt om de mener, at de har forstået 
beviset, giver de begge udtryk for, at det har de og at de føler sig ret sikre i det. 
Det viser sig dog, at de får problemer ved vores allerførste spørgsmål om hvad delta y er. Vi prøver 
derefter at spore os ind på, om de har forstået hvad det egentlig er, der bliver bevist.  
 
Vejleder: “hvad er det egentlig, der står her? (peger omkring hele indledningen) 
Stilhed 
Carla: “Ja….hmmmm” 
Vejleder: “Hvad er det egentlig der foregår her? Prøv engang, her, prøv engang at lave en tegning her. 
Tegn en funktion” 
Carla (tegner første kvadrant i et koordinatsystem og en ret linje gennem (0,0)): “Hvis at vi har her, så 
har vi… ” (hun afsætter f(x0) på x-aksen). 
Stilhed 
Vejleder: “Det var ellers en fredelig funktion. Kunne du tegne en anden? ”  
Stilhed 
Vejleder: “Kan du tegne den vi kigger på? ” 
Carla griner 
Vejleder: “Ja det er ikke fordi det er forkert, det bliver bare meget svært med den funktion du har 
tegnet. Kunne I tegne et andengradspolynomium? Hvordan ser sådan et ud? ” 
Sune: “Ser det ikke sådan ud. Noget lignende? ” (Tegner med fingrene over bordet.) 
Vejleder: “Jo prøv at tegne det” 
Sune skitserer 
Carla: “Er det ikke så sådan at man sætter her, sådan f(x0) og f(x0+h)? ” 
Vejleder: “Jo prøv at vis” 
Sune afsætter dem på x-aksen, hvor Carla har peget. 
Vejleder: “ f(x0) og f(x0+h) hernede på denne her? ” 
Sune: “Ja… nej det er ikke det….det er jo ikke det jeg vil.” (Retter og skriver i stedet x0 ogx0+h på x-
aksen) 
Vejleder: “Hvorfor ville du ikke det du skrev før? ” 
Sune: “Fordi hvis det skal være f(x) så er det ligesom… så er det grafen... eller sådan noget” 
Vejleder: “Kan du skrive det et andet sted? Det der f(x0), kan du skrive det et andet sted? ”. 
Sune: “Øhmm ja” 
Carla: “Det kommer an på her… skæringspunkt” 
Vejleder: “Ja prøv” 
Carla: (afsætter to punkter på grafen ud for x0 og x0+h). “Der og så… og så der… det må jo så være de to 
punkter der er f(x0)....” 
Vejleder: “Kan du aflæse dem nogen steder? ” 
Carla: (peger igen på grafen) “her og så igen der hvor de her skærer grafen... vil jeg gætte på” 
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Vejleder: “Det er helt rigtigt at det er sådan her man gør for at aflæse... man plejer at tegne lidt flere 
linjer” 
Carla laver nu linjer fra grafen til y-aksen 
Vejleder: “Ja for f(x) svarer til det vi også nogle gange kalder….?” 
Stilhed 
Vejleder: “y” 
 
Ovenstående tyder på at både Sune og Carla har arbejdet med delta y uden rigtigt at tage stilling til 
hvad det er. Samtidig ses det også, at Sune er en smule mere sikker på, hvor på koordinatsystemet x0 
og x0 + h skal placeres, end Carla. Sune følger først Carlas anvisninger, da hun ofte er den stærkeste, 
men ligesom ved det geometriske bevis ovenfor, lader det til at Sune faktisk er stærkest når de skal til 
at bevæge sig over i grafiske repræsentationer. Udover at de begge har besvær med den indledende 
ramme omkring beviset, kan vi også se problemer omkring arbejdet med det grafiske udtryk for 
funktioner og eventuelt også med registerskiftene mellem argumenter, reducering og grafer. Begge 
disse vanskeligheder vil vi se mere på senere. Først vil vi se mere på Sunes og Carlas arbejde med 
differentialkvotienten af et andengradspolynomium: 
 
Vejleder: ”Så kom vi til trin 2. Hvad sker der her? ” 
Carla: “Vi sætter delta y over h.” 
Vejleder: “Ja hvorfor? ” 
Carla: “Fordi vi gerne vil finde differentialkvotienten” 
Vejleder: “Er det det der står? ” 
Carla: “hmmmm… ” 
Stilhed 
Vejleder: “Prøv at tegne ind på tegningen. Hvad er det I finder, når I sætter delta y over h? ” 
Sune: “mmmmm” 
Stilhed 
Sune: “Det ved jeg ikke (til Carla) Hvad siger du? ” 
Vejleder (Peger på ordet differenskvotient): “Hvad står der her? ”  
Sune: “Differentialkvotient”. 
 
Sune ved, at vi arbejder med differentialkvotienter og man kan overveje, om det er derfor, at han har 
læst differenskvotient som differentialkvotient. Det interessante er, at han ikke har tænkt nærmere 
over, at differentialkvotienten i så fald vil være delta y/h. Dette kan skyldes, at han ikke for alvor har 
tænkt over, hvad det er han regner på (de ydre rammer) og dette vil i så fald vise hen på et problem 
med ræsonnementskompetencens dækningsgrad. Det kan også skyldes, at han ikke er klar over, hvad 
en differentialkvotient er (repræsentationskompetence) eller hvad delta y/h betyder 
(repræsentationskompetence og/eller symbol- og formalismekompetence).    
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Vi bruger nu noget tid på at afsætte h og delta y på vores (elevernes) illustration og indtegne en linje, 
som illustrerer forholdet delta y/h. 
 
Vejleder: “Hvad kan det tal vi regner ud her sige om den linje? ” 
Carla: “Hvilket tal? ” 
Vejleder: “Det tal vi regner ud her” (peger på trin 2 i tretrinsreglen) 
Carla: “Det er vel bare forskellen på delta y og h ... jeg ved ikke”. 
 
Igen ser vi at eleven ikke har overvejet, hvad det er, der regnes ud. Men det, der også er interessant 
ved dette uddrag, er, at Carla ikke har sammenkoblet det tal (delta y/h) med sekantens hældning. Som 
vi er inde på allerede i vores indledning til denne rapport, mener vi, at man kan overveje om et af de 
aspekter, der gør bevisførelse særlig vanskelig, er de mange registerskift, det kræves at følge et bevis. 
Hvis vi bruger Duvals opdeling i monofunktionelle- og multifunktionelle sproglige og visuelle registre, 
kan vi sige, at en elev under en bevisførelse skal arbejde i ét register, mens han/hun samtidig 
konstruerer argumenter til sit arbejde i et eller flere andre registre. [Duval 2006]. I dette konkrete 
eksempel forlanger vi af Sune og Carla, at de skal argumentere mundtligt (sprogligt multifunktionelt, 
grænsende til monofunktionelt i det dele af bevisførelse gøres i monofunktionelt fagsprog) mens de 
henter nogle af deres argumenter i deres udregninger (monofunktionelt sprogligt register) og andre af 
deres argumenter i deres illustration samt i hele forståelsen af, hvad det vil betyder, at h går mod nul 
(monofunktionelt visuelt register). Når Carla ikke har sammenkoblet et tal med dets grafiske udtryk og 
slet ikke har overvejet (lader det til) hvordan denne kobling af elementer fra to forskellige registre, kan 
være et argument til det arbejde (at bevise) som hun er ved at foretage sig i et helt tredje register, kan 
man overveje, om det er et tegn på, at dette at arbejde i et “dobbelt” registerskift, er meget vanskeligt. 
Dette med det “dobbelte” registerskift vil vi komme mere ind på under tendens 5. 
 
Herunder følger først endnu et uddrag fra vejledning 3, hvor vi kan se, at hverken Sune eller Carla helt 
ved, hvad det er, de har bevist ved deres udregninger. Det interessante ved dette uddrag er, at de 
begge virker væsentligt mere sikre på det regnetekniske end på, hvorfor udregningerne foretages. De 
har i store træk forstået udregningerne og det er tydeligt for os, at de faktisk har brugt tid på at sætte 
sig ind i, hvad der regneteknisk sker gennem beviset. Vores elever har altså brugt tid på at forstå 
beviset, de er bare blevet ved konstruktionsdelen. 
 
Vejleder. “Hvad sker der så her? ” 
Carla: “Vi lader h gå mod nul” 
Vejleder: “Og hvad betyder det så? ” 
Carla: “Det betyder at alle led med h i forsvinder” 
Vejleder: “Det er så meget regneteknisk, men hvad betyder det, hvis vi kigger på vores billede her, hvad 
betyder det så for hele situationen? ” 
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Carla: “Så går vi tilbage her” (peger på x-aksen) 
Vejleder: “Ja og hvad betyder det så for vores sekant? ” 
Sune: “Ændrer den sig ikke også? ” 
Vejleder: “Jo hvordan? ” 
Sune: “Så bliver den stejlere” 
Vejleder: “Ja og hvad så hvis h går helt tæt på at blive 0, hvad vil den så? ” 
Sune: “Så vil den blive helt lodret” 
Vejleder: “Prøv at tegne den” 
Sune tegner en lodret linje gennem punktet (se eventuelt figur 9). 
 
Vi mener at det ovenstående uddrag kan støtte en diagnose omkring at elevernes begrebsbillede af 
matematiske beviser, og måske især af det, at arbejde med matematiske beviser, er snævert knyttet til 
konstruktionsdelen af beviset (kan man komme igennem udregningerne, har man forstået beviset). 
Yderligere kan elevernes tilbøjelighed til kun at fokusere på konstruktionsdelen af det matematiske 
bevis, skyldes at de har et eksternt symbolsk bevisskema, da det netop typisk er udregninger 
(symboler) der er i fokus i konstruktionsdelen af de beviser eleverne støder på i STX. Samtidig kan vi 
dog også overveje om der også er tale om empirisk deduktivt bevisskema, da det netop er ved at 
argumentere med udregninger, at eleverne når frem til den gyldige påstand. Dog taler det imod dette, 
at vores elever faktisk ikke bruger deres udregninger, til at argumentere for påstanden, typisk har de 
faktisk ikke gjort sig klart, hvad det er de skal argumentere for. Dette sidste kan også tyde på at vores 
elever i højere grad opfatter beviser som et objekt end en proces. Desuden mener vi at ovenstående 
uddrag støtter vores overvejelser omkring vanskeligheden med registerskift. Vi kan se at Carla arbejder 
fint med udregningen (som foregår i et register), hun kan se hvad der sker, når h går mod nul, men hun 
kan ikke bruge dette som argument for differentialkvotienten, da hun for at gøre dette, skal have 
knyttet h’s bevægelse i et koordinatsystem i et andet register sammen med udregningen.  
 
I ovenstående uddrag er det også bemærkelsesværdigt, at Sune tegner tangenten som en lodret linje 
gennem punktet x0. Vi forestiller os, at en del af forklaringen kan være, at han ræsonnerer på baggrund 
af ekstern-matematisk viden. Han har først konstateret, at sekanten bliver stejlere (for denne funktion) 
jo nærmere x0 + h kommer på x0. Hans logiske konklusion på dette er, at jo mindre h bliver, jo stejlere 
bliver sekanten for så til sidst at blive en helt lodret tangent. Dette ræsonnement er sådan set korrekt, 
hvis vi forestiller os, at vi arbejder med en linje (en stang, planke…) vi er ved at rejse og som bliver 
stejlere jo længere vi bevæger os hen mod dens begyndelsespunkt. Det er bare ikke korrekt, når vi 
arbejder med en sekant, hvis hældning bevæger sig tættere på en tangents hældnings.  
Et sidste uddrag fra Sunes og Carlas arbejde med differentialkvotienten for andengradspolynomiet 
følger nedenfor og viser måske allermest tydeligt, at de ikke for alvor har overvejet de ydre rammer for 
beviset, altså hvad det de beviser egentlig betyder. For selvom Carla kan sige, at hun har fundet f 
mærke af f, kan hun ikke forklare hvad dette er. 
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Vejleder: “Hvad er det så I har fundet? ” 
Carla: “Vi har fundet f mærke af x” 
Vejleder: “Ja som er? ” 
Carla: “Som er… jeg ved det ikke” 
 
Ovenfor har vi vist en række observationer, der indikerer, at vores elever er tilbøjelige til at 
koncentrere sig om bevisernes konstruktionsdel og se bort fra rammerne. Vi vil her give nogle bud på, 
hvordan det kan være, at eleverne gør dette. 
 
● Eleverne har så svært ved selve konstruktionsdelen af beviserne, at de aldrig rigtig kommer 
forbi den til resten. (Symbol- og formalismekompetencen) 
● Eleverne bliver i undervisningen præsenteret for beviser som objekter og arbejder derfor ikke 
med beviset som en proces, der skal lede fra antagelse til faktum 
● Eleverne mener ikke at rammerne er vigtige. (Sociomatematiske normer - hvad tæller som 
matematik) 
● Eleverne mener ikke, at rammerne er en del af beviset, og derfor ser de ikke nogen grund til at 
inddrage dem, når de gennemgår et bevis. (Sociomatematiske normer - hvad tæller som 
matematiske beviser)   
● Eleverne mestrer ikke ordforrådet (fagsproget) og har derfor vanskeligt ved både at læse og 
gengive rammerne. (Symbol- og formalismekompetencen samt kommunikationskompetencen) 
● Eleverne mestrer ikke det kognitive niveau, det kræves, at argumentere for en påstand ud fra 
nogle givne rammer. (Ræsonnementskompetencen) 
 
Selvom vi, som vist ovenfor, er tilbøjelige til at mene, at det første bud spiller en væsentlig rolle, er det 
ikke dette aspekt af bevisførelsen vi har fokus på i forbindelse med bevis-arkæologien. Til gengæld 
mener vi at arbejdet med bevis-arkæologien vil kunne afhjælpe, at en elev udelader rammerne af en 
eller flere af de øvrige fire grunde.  
 
Før vi går i gang med at beskrive vores overvejelser omkring elevernes opfattelse af bevisets rolle, vil vi 
vise et uddrag af en vejledning, som vi mener viser, hvor svært det var for eleverne at udvide den del af 
begrebsbilledet, der havde med bevisets rammer at gøre.  
 
Sune og Carla er i vejledning 5 blevet bedt om at bevise differentialkvotient for produkt af to 
funktioner: 
 
Vejleder: “Hvad mon der skal gælde om de to funktioner? ” 
Stilhed  
Vejleder: “Og hvad nu med den der tretrinsregel? ”
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Stilhed 
Carla: “Jeg kan godt huske tretrinsreglen, men jeg kan ikke huske noget der skal gælde” 
Vejleder: “Så lad os tage udgangspunkt i den” 
Begge elever kigger på papiret uden at skrive. 
Vejleder: “Tretrinsreglen hvad siger den? ” 
Sune: “Der er tre trin man skal igennem” 
Carla: “Først er der delta y” 
Sune: “Ja det er rigtigt” 
Carla: “Og så er der delta y over h” 
Sune: “… over h.” 
Begge: “og så h mod nul” 
…. 
Vejleder: “Vi mangler jo noget, der var noget, kan I huske sidste gang vi talte om f og g og vi 
differentierede, der var noget først. Kan I huske det. Vi diskuterede om det var en antagelse eller en 
sætning eller… ” 
Carla: “En antagelse” 
Vejleder: “Ja kan I huske hvad den var? ” 
Carla: “Det var noget med h. Et eller andet over h og så gik det ned ... f mærke ... Jeg kan ikke huske 
det” 
Vejleder: “Nej. Se her” peger med hånd omkring f og g på papiret. “Se her. Vi vil jo gerne differentiere f 
og g. Det kræver jo noget? ” 
Stilhed 
Vejleder: Vi vil gerne differentiere det her produkt. Det kræver jo noget. Det kræver at de kan? ...” 
Stilhed. 
Vejleder: “Det kræver at de kan differentieres. Det er faktisk det der er antagelsen”. 
 
Begge elever føler sig tydeligvis langt sikrere når de beskæftiger sig med tretrinsreglen som er et 
konkret redskab, de har arbejdet med tidligere, end når de skal forholde sig til de antagelser de må 
gøre sig omkring de to funktioner, de skal differentiere. Samtidig ses det dog, at Carla ret sikkert kan 
sige, at der var blevet arbejdet med en antagelse, så noget gror. Mere om dette ved interventionen. 
 
Bevisets rolle 
Healy og Hoyles foreslår i artiklen “A study of Proof Conceptions in Algebra” [Healy og Hoyles 2000], at 
elevers syn på bevisets rolle i matematik kan placeres i følgende fire kategorier: Bevis, forklaring, 
eksempel og ritual. Især det at en elev ser bevisets rolle som enten eksempel eller ritual, er noget vi 
som lærere jævnligt oplever. Men vi mener at vi i vejledningen så endnu en kategori, nemlig, at 
bevisets rolle er at bevise, at man kan bruge en sætning korrekt. I disse tilfælde bliver det at bevise det 
samme som at regne et eksempel, og det giver derfor mening for eleven at sige, at han/hun har bevist 
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netop ved at give et eksempel. Nedenstående uddrag fra samtale med Malte som viser tendens til at 
have en sådan opfattelse. Malte har lige opskrevet Pythagoras læresætning og givet et eksempel på 
dens anvendelse og bliver så spurgt: 
 
Vejleder: “Sådan en sætning - kan man bevise den? ” (Vejleder peger på a2+b2=c2) 
Malte: “Kan man bevise den? Det vil jeg sige: ja, det kan man godt” 
Vejleder: “Skal man bevise den? ” 
Malte:” Om man skal bevise den for at forstå den? 
Vejleder: ”Ja eller for at bruge den” 
Malte: “For at bruge den, nej, man skal ikke bevise den” 
Vejleder: ”For at forstå den? ” 
Malte: ”For at forstå den vil jeg sige” lang tænkepause, “Nej, fordi det her ... ” - cirkler sin udregning af 
hypotenusen ud fra to kateter på hhv. 4 og 5 i længde ind med sin blyant. ”giver en grundig nok 
forståelse af det vil jeg sige” 
Vejleder: “Kender du et bevis for den? ” 
Malte: ”Kender jeg et bevis for den … det siger mig noget, ... jeg tror jeg … kender jeg et bevis, nej for 
det er et bevis, nej, jo...  Det er et bevis i sig selv”. 
 
Malte er altså ikke sikker på hvornår man viser og hvornår man beviser. Dette er måske overraskende 
ved første møde, men det er dog alligevel noget vi ser tit. Den sproglige distinktion kan eleverne ikke 
støtte sig til, da vi som lærere tit siger at vi viser noget når vi mener bevis14. Malte er en sprogligt stærk 
elev som måske har prøvet sprogligt at lure hvornår man skal det ene og det andet. Hvornår er noget 
en generaliseret gennemregning vha. symboler, og hvornår er der faktisk tale om et gyldigt bevis? I 
beliefs-testen fortæller han da også at han har svært ved at forstå beviser. Vi mener også, at Sune viser 
tendens til den samme opfattelse, og at dette kunne være en anden forklaring på hvorfor han i 
uddraget fra vejledning seks15 giver udtryk for at beviser det er noget med nogle tal, man regner ud. 
 
Tendens 3. Vanskeligheder omkring repræsentationskompetencen:  
Ligesom med elevernes vanskeligheder omkring symbol- og formalismekompetencen, er de 
vanskeligheder vi mener at kunne se omkring repræsentationskompetencen, ikke nogen vi vil dykke 
meget ned i. Det er vores opfattelse ved flere af vejledningerne, for eksempel nogle af dem vi har vist 
uddrag fra ovenfor, at vores elever ikke helt uproblematisk bevæger sig rundt i et koordinatsystem. 
Dette ses f.eks. i Sunes og Carlas gennemgang af tangent- og sekanthældning i forbindelse med 
tretrinsreglen. Problemerne gælder repræsentationskompetencens dækningsgrad, idet de dels har 
vanskeligt ved at skitsere grafen for et andengradspolynomium, dels har vanskeligheder ved at se, hvor 
                                               
14
  Vi observerede generelt en tendens til, at den sproglige udfordring primært var et problem for de svage drenge, f.eks. 
Karl. Pigernes største problem var “blot at regne”. 
15 s. 35  
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på illustrationen delta y kan være og dels ikke kan placere linjen for en tangent. Samtidig er der 
muligvis også tale om vanskeligheder ved repræsentationskompetencens aktionsradius, da vores 
elever har lettere ved de ovennævnte aspekter, når vi koncentrerer os om figuren og de får at vide, at 
nu arbejder vi med et andengradspolynomium. (I stedet for at vi arbejder med tretrinsreglen).  
 
Tendens 4. Eleverne er ikke stringente i deres behandling af de matematiske objekter.  
Da denne stringens er en central del af et matematisk ræsonnement, der jo blandt andet går ud på at 
slutte logisk ud fra nogle stringent definerede objekter, kan det være svært at lære matematisk 
ræsonnement, hvis man ikke er sprogligt stringent. Omvendt kan det overvejes, om en elev har 
forstået, hvad det vil sige at ræsonnere inden for matematik, hvis denne elev ikke er sprogligt 
stringent. At være sproglig stringent er dog meget at kræve af elever, hvilket Tommy Dreyfus bl.a 
beskriver i sin ”Why Johnny can´t prove” artikel om 1.del universitetsstuderendes evne til at give en 
sproglig begrundelse for besvarelser af regneopgaver. Hans undersøgelser af studerendes svar tyder på 
at selv med høj grad af forståelse for det matematiske indhold fejler de studerende i at sprogligt 
forklare deres påstande. Deres forklaringer udviser en lang række svagheder bl.a. som vi ser her i 
bevisøvelserne at eleverne ikke finder det nødvendigt at angive hvad der er baggrunden for det man 
arbejder med. [Dreyfus,1999] 
Vi har allerede i uddragene ovenfor set eksempler på, at vores elever, når de beviser, ikke finder det 
nødvendigt at præcisere, hvad det er, de vil bevise. Når en elev ikke gør sig klart hvilken påstand, 
han/hun er ved at bevise, kan det pege på vanskeligheder med ræsonnementskompetencens 
dækningsgrad.  
Nedenfor kommer andre eksempler på elevernes manglende stringens i omgangen af de matematiske 
objekter. 
 
Sune arbejder med det geometriske bevis for kvadratsætning 1. Han har ræsonneret sig frem til at de 
to kvadrater kan opdeles på måder, der svarer til kvadratsætningens to sider. Han skal nu forklare 
hvorfor dette kan være et bevis for sætningen.  
 
Sune: “Den der er a2” 
Vejleder: “Hvad er det, der er a2? ” 
Stilhed 
Sune: “Det er vel den firkant her” (peger på kvadratet) 
Vejleder: ”Kan en firkant være a2? ” 
Stilhed 
Sune ”Ja... nej... det er den her side er a og denne her er a, så a2 er firkanten her” 
Stilhed 
Vejleder: “Men hvad er det ved firkanten... er det omkredsen eller højden? ” 
Sune (griner): “Arealet” 
47 
 
Næste eksempel er et uddrag fra elevernes arbejde med tretrinsreglen. I et forsøg på at indkredse hvad 
delta y/h kan være, er de blevet bedt om at skrive x1 og x2 i stedet for x0 og x0+h og y1 og y2 i stedet for 
f(x0) og f(x0+h) og derefter arbejde videre med sekanten. Efter noget tid er de nået frem til at skrive 


. 
 
Vejleder: “Hvad er det vi finder her? ” (peger på formlen) 
Carla: “Det er hældningen” 
Vejleder: “Ja… hældningen for hvad? ” 
Stilhed 
Vejleder: “Er det hældningen for alt? ” 
Carla: “Neeej” 
Stilhed 
Vejleder: “Hvis vi nu siger det er for en linje, er det så for alle eller en speciel type inden for gruppen af 
linjer? ” 
Stilhed 
Vejleder: “Det er hældningen for en ret linje”. 
 
Sidste eksempel er et uddrag fra vejledning 2 hvor Sune og Carla arbejder med beviset for løsningen af 
en andengradsligning. 
 
Vejleder: “Må man altid gange med 4a? ” 
Carla: “Det må man vel” 
Sune: “Ja” 
Carla: “Man skal bare huske at gøre det i alle led” 
Vejleder: “Er der nogle tilfælde hvor man ikke må gange med 4a? ” 
Carla: “Måske” 
Sune: “Muligvis” 
Stilhed 
Vejleder: “Er der noget man ikke må gange med i en ligning? ” 
Stilhed 
Vejleder: “Vores gode ven? ” 
Stilhed 
Sune: “nul? ” 
Vejleder: “Ja. 4a kan det være nul? ” 
Carla: “Sagtens” 
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I den første del af sidste eksempel kan vi se, at hverken Carla eller Sune har overvejet om det kan være 
problematisk at gange med 4a og da de bliver spurgt til det, kan de heller ikke se, at det skulle være 
problematisk. Det kan selvfølgelig skyldes, at de ikke er klar over, at man i en ligning ikke må gange 
med nul. Er dette tilfældet kan der være tale om vanskeligheder enten inden for symbol- og 
formalismekompetencen, eller inden for ræsonnementskompetencens dækningsgrad. Vi tror dog ikke, 
at ovenstående er forklaringen, da både Sune og Carla i ”professortestens” spørgsmål 5 har svaret, at 
man ikke kan gange med nul.  
En anden mulig forklaring kan være, at de ikke kan se, at 4a kan være 0. Igen vil der være tale om en 
vanskelighed inden for formalismekompetencen. Men da vi spørger ind til dette, viser det sig, at de 
godt kan se det.  
Derfor overvejer vi, om der også her er tale om det vi kan kalde en manglende forståelse for den 
stringente definitions status i et matematisk ræsonnement. Dette ses måske også i, at Carla sidst i 
uddraget udtaler, at 4a ”sagtens” kan være 0 uden at argumentere for det (hun kan godt, da vi 
efterfølgende går hende på klingen) og svaret “sagtens” er jo sådan set korrekt. Det havde dog vidnet 
om en større dækningsgrad for ræsonnementskompetencen, hvis hun i stedet havde sagt for eksempel 
“ja for a lig nul”.  
Her kan det også overvejes om der er tale om sociomatematiske normer, idet vi kan overveje, hvad 
Sune og Carla mener, kan tælle som et matematisk argument og hvilke argumenter, der er mere 
“matematiske” end andre. Vi kan forestille os, at vores elever ikke nødvendigvis synes, at det er et 
bedre matematisk argument at sige “ja for a lig nul” end at sige “sagtens”, hvis man nu har forstået, 
hvorfor, det sagtens kan være nul. Tilsvarende kan det være, at vores elever vil mene, at det er et lige 
så korrekt matematisk udsagn at sige firkanten, som at sige firkantens areal, da man med firkanten 
“naturligvis” mener dens areal.  Dreyfus nævner lignende eksempler for universitetsstuderende som 
bruger almindelige ord eller reducerede betydninger i stedet for korrekt matematisk sprogbrug. 
[Dreyfus, 1999, s.4 ff]  
 
I øvrigt skal det bemærkes, at vi også i dette uddrag ser, at de mere tekniske udregninger er lettere (i 
dette tilfælde for Carla) end de argumenterende overvejelser. Carla er helt med på at hun i en ligning 
godt må gange med et tal, bare hun gør det i alle led. Men hun har ikke gjort overvejelser omkring at 
tallet ikke må være 0 og har derfor heller ikke undersøgt om tallet (4a) er det eller vil kunne være det. 
Dermed har hun heller ikke fået bragt sin indledende antagelse i spil, nemlig at a er forskellig fra nul.  
 
Tendens 5. Eleverne fokuserer på et register ad gangen.  
Dette aspekt opfatter vi som et af projektets centrale findings. I flere af de ovenstående uddrag har vi 
set eksempler på at eleverne holder fokus på et register ad gangen. Det gælder som vi allerede har 
været inde på i deres gennemgang af differentialkvotienten for andengradspolynomiet, men det 
gælder efter vores opfattelse i virkeligheden i stort set alt deres arbejde med beviser. Dette gjorde os 
opmærksomme på, hvor mange registerskift, der egentlig er i et bevis og førte til overvejelser om 
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hvorvidt disse registerskift kan give en del af forklaringen på, hvorfor det kan være særligt vanskeligt at 
arbejde med et matematisk bevis. På figur 10 ses en model, som er et forsøg på at skabe et overblik 
over hvilke registre der kan indgå i arbejdet med et matematisk bevis. Igen koncentrerer vi os om den 
måde elever i STX typisk arbejder med matematiske beviser, nemlig ved at de skal kunne forstå og 
gengive et allerede givent bevis. Hermed kommer eleven ofte til at arbejde med beviser som et objekt, 
hvor eleven skal kunne gengive både objektets struktur og detalje.   
 
 
Figur 10: DAS-model over mulige registre i et matematisk bevis. 
 
Modellen illustrerer at kernen i beviset, det vil sige kæden af ræsonnementer, der leder frem til at vise, 
at en given påstand må være sand, foregår i et multifunktionelt sprogligt register. Undervejs i denne 
kæde vil det dog ofte være nødvendigt at komme med nogle præcise definitioner og antagelser og 
disse vil oftest foregå i et monofunktionelt sprogligt register. Det vil også være nødvendigt at 
konstruere nogle belæg for ræsonnementskæden, og det ses, at disse belæg kan konstrueres både i et 
monofunktionelt sprogligt register og i et monofunktionelt visuelt register. Kommer vi over gymnasialt 
niveau (og for de dygtigste elever i gymnasialt niveau) vil vi støde på belæg, der fremkommer på 
baggrund af en skitse. I dette tilfælde kan man overveje om ikke der er tale om et multifunktionelt 
visuelt register.16 
 
                                               
16
 Det skal bemærkes at vi med denne model referer til den situation som eleverne for eksempel står i når de skal 
præsentere matematiske beviser ved en eksamen. Her skal de netop kunne gennemgå et bevis ved at argumentere sig fra 
en påstands antagelse til påstandens gyldighed mens de løbende udregner, konstruerer figurer og argumenterer.  
Redegørelse for hvad, 
der bevises. 
Redegørelse for de 
skridt, der tages. 
Ræsonnementer på 
baggrund af belæg. 
Multifunktionelt 
sprogligt register
Præcisering af 
indledende 
antagelser og 
definitioner. 
Monofunktionelt 
sprogligt register
Algebraisk 
konstruktion af 
belæg. 
Monofunktionelt 
sprogligt register
Grafisk konstruktion 
af belæg. 
Monofunktionelt 
visuelt register
Skitse-mæssig 
konstruktion af 
belæg.
Multifunktionelt 
visuelt register
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Ud fra modellen kan vi opdele det at mestre registerskift i et matematisk bevis i tre trin.  
1. At kunne arbejde i de enkelte registre. 
2. At kunne bevæge sig frem og tilbage mellem de enkelte registre. 
3. At kunne arbejde simultant i de enkelte registre (svarende til de mørke felter i figuren.)  
 
ad 3) Dette forestiller vi os må svare til ikke blot at foretage sig en transformation, og derefter arbejde 
videre i det nye register, men at arbejde i transformationen. Dette vil formentligt kræve en så stor 
reificering af de matematiske objekter, man arbejder med (f.eks. sekant og tangenthældning) at de 
forskellige registres udtryk blot opleves som “et andet ord for det samme”. 
 
Vores elever arbejdede mest med den algebraiske konstruktion af belæg til beviserne. Blev de presset 
til det, kunne de også arbejde med den grafiske konstruktion. De nåede sjældent at bruge de belæg de 
havde konstrueret til at argumentere for, at den påstand, de var ved at bevise, var sand. De arbejdede 
altså overvejende inden for de enkelte registre, dvs. trin 1, dog med begyndende tendens til at bevæge 
sig frem og tilbage i de forskellige registre (trin 2). Bruger vi Wood et al om stilladsering, kan vi overveje 
om der ikke netop vil være tale om, at den største kognitive fremgang vil ske mellem trinene, og at det 
dermed også netop vil være mellem trinene at stilladsering er både mest vanskelig og mest nødvendig 
[Wood et al 1976].   
 
6.1.2 Diagnoser og findings. 
Ud fra de ovenfor beskrevne observationer er vi kommet frem til følgende diagnoser for de udvalgte 
elevers vanskeligheder med at arbejde med matematiske beviser.  
 
1. Eleverne mestrer ikke det krav om registerskift, der er påkrævet for at kunne argumentere i ét 
register på baggrund af belæg der skabes i et eller flere andre registre. 
2. Elevernes begrebsbillede af et matematisk bevis er, at det består af udregninger og at det, der 
kræves for at have forstået et matematisk bevis er, at have forstået disse udregninger. Dette 
indebærer dels, at de mener, at beviser uden udregninger, ikke kan være beviser, dels at de 
ikke opfatter de rammer, der er nødvendige for at kunne argumentere for den påstand beviset 
skal bevise, er vigtige, og derfor undlader de ofte at tage rammerne med. Samtidig opfatter 
nogle elever bevisets rolle som at vise, at de har forstået. Dette gør det oplagt for dem at bruge 
et eksempel som bevis. 
3. Eleverne mestrer ikke den symbol- og formalismekompetence, der er nødvendig for at forstå og 
gennemføre de udregninger, der kan give dem belæg til deres argumentation. 
4. Eleverne mestrer ikke den repræsentationskompetence, der er nødvendig for at forstå og 
gennemføre de grafiske repræsentationer, der kan give dem belæg til deres argumentation. 
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5. Eleverne mestrer ikke den ræsonnementskompetence der er nødvendig for at forstå og 
behandle matematiske objekter med den stringens, der er nødvendig, for at kunne gennemføre 
matematiske beviser. 
 
Diagnoserne er mere generelle end de diagnoser vi kunne stille i sidste semester, hvor vi blandt andet 
meget præcist kunne diagnosticere, at vores elever troede at de skulle gange over kors, når de skulle 
dividere en brøk med en anden. Med hensyn til dette semesters diagnoser, har vi derfor overvejet om 
det giver mening at tale om egentlige diagnoser, eller om det vil være mere hensigtsmæssigt at tale om 
findings. Så det, der på den ene side, er diagnoser på konkrete elevers vanskeligheder, på den anden 
side er findings omkring hvilke træk ved bevisførelse, der kan gøre denne del af matematikken særlig 
vanskelig for eleverne. Disse vanskeligheder vil så kunne opsummeres i følgende tre grupper: 
 
1. Bevisførelse foretages simultant i flere forskellige registre. 
2. I bevisførelsen indgår ofte adskillige matematikkompetencer og en elevs problem med en 
enkelt af kompetencerne, som f.eks. symbol- og formalismekompetencen, vil kunne bremse 
elevens mulighed for at udføre et bevis. 
3. Eleverne har et problematisk begrebsbillede af det matematiske bevis.    
    
Efter at have observeret de ovenfor nævnte tendenser omkring hvad der forekom at give eleverne 
vanskeligheder under bevisførelsen, var det selvfølgelig interessant for os at overveje hvorvidt vores 
redskab, STARUD-modellen, vil adressere disse vanskeligheder. Med hensyn til diagnoserne omkring 
symbol- og formalismekompetence samt repræsentationskompetence, mener vi som allerede 
beskrevet ikke, at arbejdet med at afhjælpe disse hører direkte under bevisarkæologien. At der 
muligvis vil komme forbedringer inden for disse områder, når eleverne arbejder med bevis, er en 
anden sag. Problemerne omkring begrebsbilledet af et matematisk bevis og omkring 
ræsonnementskompetence adresseres direkte af bevisarkæologien. Begrebsbilledet styrkes idet 
eleverne helt konkret tvinges til at navngive, og dermed inddrage, alle aspekter af beviset og 
ræsonnementskompetencen blandt andet fordi eleverne bliver tvunget til at overveje hvornår, og 
dermed også hvorfor, noget er en definition, en antagelse, en udregning, et ræsonnement osv. Den 
sidste diagnosticerede tendens, om de mange registerskift i et bevis, bliver så vidt vi kan bedømme 
ikke direkte berørt af bevisarkæologien. Bevisarkæologien vil gøre det tydeligt for eleven, at et bevis 
består af flere forskellige elementer, men hvis bevisarkæologien skal medvirke til at løfte eleverne fra 
for eksempel at arbejde kun i et register, til at arbejde frem og tilbage mellem registrene, kræves det 
nok, at eleverne tvinges til at overvej hvad de gør, når de for eksempel laver en udregning, hvordan 
dette adskiller sig fra det, de gør, når de for eksempel argumenterer og hvorfor begge dele er 
nødvendige og i virkeligheden del af samme proces. Med andre ord, kræver det formentligt en ret stor 
grad af stilladsering, hvilket stemmer godt overens med, at der også vil ske en stor udvikling i elevens 
forståelse af, hvad matematisk bevisførelse er. 
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6.2 Generelle problemer og beliefs i klasserne i forhold til beviser 
Udover at undersøge hvilke aspekter af bevisførelsen vores elever har særligt vanskeligt ved, og på den 
baggrund overveje, om det er aspekter STARUD-modellen kan afhjælpe, var vi også interesseret i at 
undersøge hvilke beliefs og sociomatematiske normer, der var repræsenteret i vores klasserum, for på 
den baggrund at overveje, hvorvidt vores STARUD-model kunne indvirke på dem. Vores 
fremgangsmåde ved undersøgelsen i klasserummet var anderledes end ved diagnose- og 
vejledningssamtalerne, først og fremmest fordi vi ikke optog dialoger med elever og derfor ikke 
efterfølgende kunne afspille og søge efter særlige (mis)forståelser, men også fordi det i 
klasserummene er sjældent man får mulighed for en længere dybtgående samtale med en enkelt-elev. 
Så får at få et billede af vores klassers beliefs, samt af udviklingen af disse efter et forløb med STARUD-
modellen, gav vi klasserne en række spørgsmål før og efter forløbet. Nedenfor følger centrale aspekter 
af det vores beliefs-test afslørede.  
 
Generelt er der ikke en eneste elev i vores klasser, der i forløbets start ved hvad et bevis helt konkret 
er.  En del kom dog forholdsvis tæt på med følgende bud på spørgsmålet “Hvad er et matematisk 
bevis? ” : 
“En begrundelse, der forklarer og viser at en formel er korrekt ud fra tidligere sætninger” 
“Det er en gennemgang af en formel som man laver for at vise at den passer” 
“En måde at vise på at en sætning/påstand gælder, vha. variable, konstanter osv. 
“Noget der viser at en matematisk påstand er sand” 
 
De fleste gentager dog blot spørgsmålet i en eller andet form a la: 
“beviser en matematisk sætning/påstand er korrekt” 
“Noget man bruger til at bevise en teori vha. matematik. Oftest bruges de til at bevise matematiske 
formler og teorier”. 
 
Vores elever ved godt at der findes forskellige bevistyper, men selvom klasserne har arbejdet med 
mange forskellige typer beviser er der ikke mange af dem der kan nævne særlig mange.  
Nogle enkelte kan på spørgsmålet “Kender du forskellige typer beviser” svare f.eks. induktionsbevis og 
direkte bevis, men selvom klasserne har haft forløb om bevistyper, så har det åbenlyst ikke sat sig fast. 
Induktionsbeviset ses dog væsentlig hyppigere i deres svar end andre bevistyper, hvilket måske skyldes 
at der er en høj grad af stilladsering forbundet med gennemgangen af et induktionsbevis. Det er dog 
bemærkelsesværdigt at meget få skriver “direkte bevis”, selvom det stort set er den eneste type bevis, 
der anvendes i deres lærebogsmateriale. 
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Det lader ikke til, at der i klasserne er nogen generel fornemmelse af, hvad der udgør et godt bevis. 
Nogle har den opfattelse at det kommer an på hvilken del af matematikken vi arbejder i, andre at der 
ikke er nogen forskel: 
“De er alle gode til hver deres formål. Det kommer an på hvad man vil bevise, hvilken type bevis der er 
bedst” 
“Nogen beviser er lettere at bruge og simplere, men som sådan, hvis de forskellige typer beviser 
resulterer i et bevis er de lige gode” 
“Sikkert ikke, men de lette er gode” 
 
Fra diagnoseinterviewet af Malte får vi følgende lidt dybere indblik i elev-tanker omhandlende 
rangordning af beviser: 
Vejleder: “Er der flere beviser for denne her? ” Vejleder peger på Maltes opskrivning af Pythagoras 
lærersætning. 
Malte: “Nej, det vil jeg ikke sige der var.” 
Vejleder: ”Kan man lave flere beviser. Hvis der nu kun var et kunne man så sætte sig ned og finde på et 
andet… sådan helt hypotetisk set? ” 
Malte: “Ja ja, jeg forstår godt hvad du prøver at sige... øhm... aj…  
Vejleder: “Husk der ikke er nogle rigtige og forkert svar lige nu” 
Malte: ”Jeg kan ikke komme i tanke om hvordan man skulle gøre det”. 
Vejleder: “Nej? Hvis jeg nu forestiller mig at der er flere” 
Malte: “Hvis der var flere - okay”  
Vejleder: “Er der nogen der er bedre end andre. 
Malte: ”Altså tænker du på om der er nogen der vil forklare det grundigere end andre”. 
Vejleder: “Det kunne være”. 
Malte: “Eller det kunne være nogen der var nemmere at forstå end andre. Men hvis man gerne vil have 
en bredere forståelse er der vel nogle andre, der er bedre” 
  
Malte mangler her helt overblik over generaliseringen i bevisaktivitet. Som vi også nævnte tidligere er 
det faktisk så galt, at han ikke har nogen klar distinktion mellem at anvende en sætning og at bevise 
den. Han afskriver derfor muligheden for forskellige beviser for Pythagoras, selvom han ved at en 
klassekammerat har skrevet SRP om Pythagoras, hvor der indgår flere beviser for sætningen. Denne 
viden er ikke flytbar for Malte. Dette skyldes nok, at han sidder fast i at beviset har noget at gøre med, 
at han skal vise, at han kan anvende sætningen og det dermed bliver svært for ham at forestille sig, at 
der kan være forskellige beviser, da Pythagoras læresætning ikke kan anvendes til andet end at 
bestemme sidelængder i den retvinklede trekant og det kan kun gøres på en måde. 
Alligevel har han en klar opfattelse af at der er forskel på beviser. Nogle er svære og nogle er nemme at 
forstå og vi fornemmer også, at Malte mener, at nogle beviser forklarer bedre hvad sætningerne går ud 
på end andre.   
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Vores elever ved for langt hovedparten at beviser er noget der skal til for at man må bruge sætninger: 
“Så vi er sikre på at de er rigtige, så vi kan bruge dem i vores udregninger og er sikre på at vi kommer 
frem til de rigtige resultater”. 
“For at være sikre på at vi kan bruge påstandene”. 
 
Samlet set kan vi sige at elevernes beliefs om hvad et bevis egentlig er, var meget mangelfulde i starten 
af dette forløb. 
 
Elevernes belief om ræsonnementer var om end endnu mere mangelfulde. Mange kendte slet ikke 
ordet til start, men kom dog med udtalelser som: 
Sune: “Jeg kunne forestille mig, at et ræsonnement er noget man kan tænke sig til”. 
Carla: “Et ræsonnement er en antagelse af hvordan noget forholder sig i matematik”. 
 
På spørgsmålet om der er forskel på bevis og ræsonnement svarer eleverne også uklart, hvilket 
selvfølgelig er klart, hvis de ikke ved hvad et ræsonnement egentlig er. F.eks. svarer Sune: “Nej - ikke 
rigtig”, mens Carla svarer blankt! 
  
For at undersøge elevernes beliefs om sig selv, spurgte vi dem om, hvad de synes om beviser.  
Sune skriver “jeg synes beviser er en smule mærkelige”, men den mest gængse kommentar er, at “de 
kan være svære at huske”.  
Vi spurgte også eleverne om de selv synes at de er gode til beviser. Her svarer de fleste elever meget 
forsigtigt (det er altid svært at sige at man er god til noget).  
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7. Intervention 
 
7.1 Intervention i forhold til enkelt elever. 
Interventionen bestod for både enkeltelever og klasser i at eleverne selv skulle arbejde sig gennem 
beviser ved hjælp af bevisarkæologi-modellen. Som ovenfor nævnt fandt vi fem forskellige grupper af 
vanskeligheder. Et par af disse vanskeligheder er uden for bevisarkæologiens fokusområde. Det gælder 
symbol- og formalismekompetencen samt repræsentationskompetencen. Alligevel viste det sig, som 
det ses i uddraget nedenfor, at både Sune og Carla faktisk fik en større forståelse af for eksempel 
kvadratsætningerne i løbet af de seks vejledninger, og klasserne fik selvfølgelig også gentaget adskillige 
udregningsteknikker og visualiseringsmetoder.  Men om det skyldes den udbredte brug af sætningerne 
eller at eleverne ved flere lejligheder beviste sætningerne eller (også) at de ofte i arbejdet med 
STARUD-modellen måtte sætte U (udregning) ved trin, der var nået ved brug af en kvadratsætning og 
dermed måtte overveje/indse, at der ikke var tale om et trick, er selvfølgeligt vanskeligt at vide.  
 
Sune og Carla arbejder i nedenstående uddrag med at forstå sammenhængen mellem et geometriske 
og et algebraiske bevis for kvadratsætningerne:   
 
Carla: “Men hvordan beviser du det ud fra dem, det kan jeg ikke lige se”. 
Sune: “Nej det kan jeg heller ikke se” 
Vejleder: “Nej nu har du jo genfundet en hel masse ting i den ene figur, hvad er der i den anden? ” 
Sune: “Den der?” (peger på kvadratet (a + b)) 
Vejleder: “Ja” 
Sune: “Der står der bare a plus b gange a plus b” 
Carla: Kunne det i princippet være det (peger på første led i kvadratsætningen ovenfor), altså opdelt? ” 
Vejleder: Hvad siger kvadratsætningen? 
Sune: a plus b i anden er lig a i anden plus b i anden plus to ab” 
Vejleder: Ja og du havde fundet noget sagde du? ” 
Sune: “Ja jeg har fundet a i anden plus b i anden plus 2ab. Det er ligesom det der (peger på figuren). 
 
I uddraget ses en sikkerhed i kvadratsætningerne vi ikke så i starten af forløbet. Som udgangspunkt var 
det dog ikke problemer med symbol- og formalismekompetencen vi ville afhjælpe med 
bevisarkæologien, men derimod vanskeligheder ved bevisførelse mere generelt. Hvordan modellen 
hjalp med et intervenere over for disse vanskeligheder ses blandt andet i nedenstående uddrag af 
arbejdet med at nå frem til, hvilket af de seks begreber, der skal bruges om et trin i et bevis. Vi ser 
endnu engang på vejledning 2 og arbejdet med differentialkvotienten for andengradspolynomiet. Sune 
og Carla overvejer her hvilket ord de skal sætte på “Δ =  ( + ℎ) − ().”  
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Sune: “Jeg har skrevet det er en antagelse”  
Vejleder: “Fordi? ” 
Sune: “Øh ja …” 
Stilhed 
Vejleder (til Carla): “Sagde du ikke at y mærke var det her (peger på delta y). Kan du kalde det noget 
andet? ” 
Stilhed 
Vejleder: “Prøv lige at forklare hvad det var du sagde om denne her” (peger på delta y) 
Carla: “Nå ja at det her svarer til f(x) (peger på forskriften)... nej eller på tilvæksten i den” 
Vejleder (til Sune): “Og er det en antagelse, at tilvæksten af f(x) ser sådan ud? ” 
Stilhed  
Vejleder: “eller… ” 
Carla: “En sætning? (usikkert) “Det kunne være det var bevist før?” 
……... 
Vejleder: “Så det er punkt 1. Skal vi kalde det en antagelse? ” 
Stilhed  
Vejleder: “Eller skal vi kalde det noget andet? ” 
Sune: “Det kunne det være… ” 
Vejleder: “Er det sådan at hver gang jeg skal finde delta y så skal jeg finde den afstand? ” 
Carla: “Ja det er det” 
Vejleder: “Hvorfor det? ” 
Carla: “Det er vel tilvæksten i y-værdien” 
Vejleder: “Det vil sige, at jeg antager faktisk ikke nu her at det er tilvæksten, det er noget jeg allerede 
har… ” 
Carla. “Bevist? ” 
Sune: “Måske også… ” 
Stilhed 
Vejleder: “Måske noget, jeg tænker også, det er nok snarere noget vi har defineret”. 
 
Bevisarkæologiens interventionskraft ligger i høj grad i, at eleverne tvinges til at forstå, hvad der sker i 
beviserne og at de samtidig tvinges til en faglig diskussion og argumentation omkring, hvorfor de 
mener, at det er dette, der sker. Det ufuldstændige begrebsbillede, og den del af billedet, der har med 
de manglende rammer at gøre, forsøgte vi at afhjælpe ved gang på gang at henlede elevernes 
opmærksomhed på at de manglede, samt på hvilke problemer, eleverne ikke kunne løse, fordi 
rammerne manglede. Dette sås f.eks et par gange i uddragene under diagnosticeringen, blandt andet i 
elevernes arbejde med selv at udlede differentialkvotienten for et produkt.   
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Vi intervenerede også omkring ræsonnementskompetencen ved at holde elevernes fokus på hvad, det 
var de beviste og hvad, det de lige havde foretaget sig, var et bevis for. Nedenstående uddrag er også 
en illustration af en intervention omkring både elevernes begrebsbillede, i det eleverne tvinges til at 
diskutere og dermed inddrage en indledende antagelse i deres arbejde med beviset. Og det viser (især) 
en intervention omkring ræsonnementskompetencen i det eleverne her diskuterer et element, der 
hører med til et bevis, og hvilken rolle dette element har i beviset.  
 
Vejleder: ”Ved I hvad I mangler? ” vi er sådan set... Der er en anden halvdel af det der bevises” 
Sune: “Man kan vel også bruge den anden del af trekanten? ” 
Vejleder: “Den anden del? ” 
Sune: “Ja den her” (peger på den ene retvinklede trekant i illustrationen) 
Vejleder: “Altså man ville finde frem til fuldstændigt det samme” 
Sune: “Ja” 
Vejleder: “Hvis man tog fat i den anden del” 
Carla: “Du mangler vel noget hvor kan finde vinklen på den? ” 
Vejleder: “I skal faktisk se oppe i den her sætning her” (peger på den indledende tekst om at vi antager 
trekanten er spidsvinklet) 
Begge læser 
Carla: Så du vil gerne finde en måde hvor du kan finde den spidse vinkel eller hvad? ” 
Vejleder: “Nej. Hvad har I bevist nu? ” 
Sune: “At … ” 
Carla: “At du kan finde en vinkel med to sider og en vinkel”. 
 
Som man kan se af eksemplet er vores elever dog stadig ikke rigtigt klar over, hvad sådan en antagelse 
egentligt betyder. Desuden har der jo som sagt tidligere været en del overlap mellem diagnose og 
intervention, da vi ofte, når vi i et vejledningsforløb blev opmærksom på en diagnose, også 
umiddelbart derefter diskuterede den med eleverne og dermed diagnosticerede og intervenerede 
simultant.  
 
Vanskelighederne omkring registerskift kom vi aldrig til at intervenere målrettet på, først og fremmest 
fordi vi først selv blev opmærksom på dem langt henne i forløbet.   
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7.2 Klasserumsbaseret interventionsforløb 
Interventionen af 3a på Bagsværd bestod af to runder med bevisarkæologi. 
Første runde indeholdt beviser for Pythagoras lærersætning, at kvadratrod 2´s er irrationalt, 
2.gradsligningens løsning, de trigonometriske relationer for den retvinklede trekant, cosinusrelationen 
og sinusrelationen.  
På figur 11 til højre kan tavlenoterne fra beviset 
om at kvadratrod 2 er irrationelt ses. Som det 
fremgår har eleverne sammen med læreren 
diskuteret sig frem til hvilke “redskaber” der er 
benyttet i de enkelte trin.   
 
Eleverne blev dernæst sat til at lave 
bevisarkæologi efter STARUD modellen. Nogle 
af beviserne arbejdede de med selv, og 
sammenlignede deres karakterisering af 
opbygningen med sidekammeraten, mens 
andre blev udført i grupper og så præsenteret 
ved tavlen til diskussion. Der var progression så 
de første beviser blev gennemgået i større 
detalje og med tydeligere vægt på 
institutionaliseringsfasen ved tavlen eller ved 
mundtlig præsentation hvor vi lærere 
cirkulerede blandt de arbejdende elever. Til 
sidst blev der foretaget en lodtrækning om 
hvem der måtte komme til tavlen den sidste 
gang i 1. runde og gennemføre beviserne. Efter 
hvert bevis blev klassen sat til at give 
konstruktiv kritik af præstationerne og hver elev 
fik 2-3 andre elevers respons. 
Denne struktur blev også fulgt i 2. runde, men 
med formlerne for vinklen mellem 2 vektorer i planen, afstand fra punkt til linje, sætning for rette linjes 
forskrift vha. normalvektor og punkt, anvendelse af vinkelformlen. Variationen foregik ved at eleverne 
også skulle inddrage www.frividens.dk´s gennemgang af beviserne, så de skulle bide mærke i om 
forelæseren benyttede STARUD aktivt.  
 
Interventionen i 3x på Allerød gymnasium bestod af 5 moduler af 1½ time fordelt på 2 uger. I første 
omgang lavede vi et bevis for cosinusrelationen sammen på tavlen, og resultatet kan ses på figur 12 
der viser resultatet af gennemgangen på tavlen.  
 
Figur 11: Bevis for at √2 irrationelt udsat for STARUD 
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Ligesom i 3a blev eleverne undervejs bedt om at overveje hvilke redskaber der blev brugt i de enkelte 
led, og det blev diskuteret grundigt. Det var hurtigt klart, at man i flere tilfælde kunne bruge flere af 
redskaberne i samme trin, hvilket ses markeret med pile på figuren. 
 
Figur 12: Bevis af cosinusrelationen for spidsvinklede trekanter udsat for STARUD 
 
Efter klassegennemgangen at beviset for cosinusrelationen vha. STARUD blev eleverne bedt om i 
grupper at gennemarbejde flere af beviserne fra 1g ved hjælp af STARUD, alt imens læreren fungerede 
som vejleder. Den første uge blev afsluttet med at frivillige grupper fremlagde et selvvalgt bevis.  
 
Den anden uge fortsatte gruppearbejdet med beviser fra 2g bogen, og forløbet blev afsluttet med 
powerpoint fremlæggelse fra alle grupperne. Her var beviserne “fordelt” på forhånd, således at vi kom 
igennem mange forskellige beviser fra pensum og således også kunne bruge forløbet som repetition.  
Figur 13: Powerpoint fra elevfremlæggelse af bevis for differentialkvotienten af ln(x) udsat for STARUD.  
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Et uddrag fra beviset af differentialkvotienten til ln(x) ses på figur 13. Også her ses det hvordan 
eleverne på fin vis har benyttet redskaberne til at dekonstruere beviset, ligesom at der i nogle af 
trinnene er sat flere bogstaver på. 
 
Endnu et eksempel af en tavle udsat for STARUD ses nedenfor på figur 14. Billedet er fra 
undervisningen i beviser i 2p på Allerød gymnasium. 2p har matematik på B-niveau, og også for denne 
klasse var det en hjælp at kunne sætte begreber på forskellige dele af beviset og på den måde pludselig 
få et “sprog” at tale om beviser i. For denne klasse var det en stor opdagelse at se, at beviser var andet 
end udregninger. Af den klassediskussion, der fremkom da en gruppe elever satte bogstaver på 
nedenstående tavle, fremgik det for eksempel at flere elever ikke tidligere havde overvejet, at de 
ræsonnementer, der ligger bag, at der for d mindre end nul ikke er nogen løsning, er en vigtig del af 
beviset.  
 
Figur 14: Bevis for andengradsligningen udsat for STARUD 
 
 
7.3 Evaluering af intervention  
At arbejde med et nyt undervisningselement er altid spændende og engagerende og bevisarkæologi er 
ingen undtagelse. Som lærere er vi i undervisning og vejledningssituationen blevet beriget af 
bevisarkæologien på mange planer, som vi udfolder i det nedenstående.  
 
7.3.1 evaluering af enkelt-elev interventionen 
Fælles for de elever der fik enkeltvejledning fra 3x Allerød er, at de synes at have fået mere selvtillid i 
forbindelse med at tale om matematik og matematiske beviser. Dette kan skyldes deres øgede 
begrebsforståelse og udvidede matematiske fagsprog, træning i registerskift, men det kan også 
skyldes, at deres sociomatematiske normer er ændret, idet de har fået en større forståelse af, hvordan 
der spørges og svares i matematik.  
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I selve vejledningerne så vi en stor udvikling hos eleverne. Eksempelvis så vi at de i starten dårligt 
kunne forstå og udføre udregningen (a + b)2 som et bevis for kvadratsætningerne. Ved den sidste 
vejledning lykkedes det dem at sætte ord på forskelle og fordele i forskellige beviser af 
kvadratsætningerne. På trods af det nødvendige registerskift ved det geometriske bevis af 
kvadratsætningerne, så kunne specielt Sune bedre lide dette bevis, da det jo forklarede “det dobbelte 
produkt”.  
 
Ved den sidste vejledning forsøgte vi at udfordre eleverne ved kun at give dem et halvt bevis. De synes 
først at det var et fint bevis, men kom selv frem til at det ikke var færdigt. Heller ikke her så vi at 
eleverne blev nervøse - men i stedet ledte de efter redskaber til at komme videre. 
Helt konkret så vi at de i de sidste vejledninger ikke var så bange for beviserne som de var i starten.  
 
I klasserummet oplevede vi at de udvalgte elevernes selvtillid blev større, og at eleverne helt af sig selv 
tog initiativer i forbindelse med beviserne. Det hele kulminerede ved repetition i 3x hvor både Carla og 
Sune præsterede at levere super beviser med tydelige ræsonnementer og klart fagsprog for 
klassekammeraterne helt uden at vise tegn på nervøsitet. Ingen tvivl om at deres beliefs om dem selv 
og matematiske beviser er blevet ændret. 
 
Direkte adspurgt sagde begge elever i 3x, at de havde været rigtig glade for forløbene og det havde 
hjulpet dem rigtig meget. Det var også vores fornemmelse. Alt i alt kan det siges, at dette 
vejledningsforløb fungerede tilfredsstillende i kombination med den klassebaserede intervention. 
Eleverne kunne se, at det kunne matche deres klassekammerater.  
 
Mønsteret er fuldstændig det samme i 3a på Bagsværd. Eleverne gennemførte de stillede opgaver med 
ildhu, de arbejde alle seriøst med stoffet og ved tavlen blev der leveret fine beviser. Det var dog kun 
Karen der blev udtrukket af vores udvalgte elever, men som for Carla og Sune gik det også betydeligt 
bedre end det plejer selvom træerne dog ikke vokser ind i himlen for Karen var stadig nervøs. Hendes 
ordforråd var dog væsentligt beriget og hun virkede mere tilfreds med sin præstation end ved tidligere 
tavlepræsentationer. 
 
7.3.2 Evaluering og vurdering af bevisarkæologi og STARUD 
Vi mener, at eleverne ved hjælp af STARUD fandt ud af, at man med fordel kan “grave sig ned i 
beviserne”, for rent faktisk at fange bevisets indhold og ramme. Opnås denne indsigt vil vores elever 
bedre kunne overskue bevisets rolle i matematik. De afgrænsede muligheder i analysen af det enkelte 
trin (s, t, a, r, u eller d) i beviserne gjorde det passende simpelt for eleverne at arbejde med beviserne, 
idet eleverne havde nogle konkrete begreber/redskaber at tage fat på. Antallet af kategorier var 
tilstrækkeligt lille så eleverne rent praktisk kunne huske dem, og de fleste af eleverne kunne også 
beherske kategoriseringen og rent faktisk udføre en korrekt bevisarkæologi.   
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Det at vi arbejdede slavisk med beviser gjorde også eleverne opmærksomme på, at det ofte er de 
samme basisregneregler som benyttes. 
Vi mener, at STARUD modellen gav alle elever et bredere matematisk ordforråd i forhold til beviser end 
de var i besiddelse af før interventionen. Vi ser dog en vis forskel i udbyttet afhængig af 
karakterniveau: 
 
De svageste af eleverne fik primært set hvor mange udregninger der er i de fleste beviser og de fik 
repeteret de basale regneregler (kvadratsætningerne, potensregneregler mm) som indgår i mange af 
beviserne samt at skelne mellem definition og sætning. 
 
Middeleleverne fik desuden det ovenstående også en ide om strukturen i beviser, og forståelsen af, at 
beviserne bygger oven på hinanden ligesom i et korthus.  
 
De dygtigste af eleverne fik hurtigt styr på ovenstående, og dernæst fik de et godt overblik over bevis-
gangen i samtlige beviser, de fik styr på, at hvis man bare husker “de overordnede tricks” kan man 
komme langt med hovedregning og et bevist mål om hvor beviset “skal hen”. De har desuden fået et 
brugbart og udvidet ordforråd, og en ide om, at man “skal ind på banen/kridte banen op” inden man 
går i krig med beviser.  
 
En anden effekt vi så, var at eleverne blev væsentlig mere trygge når de skulle fremlæggelse beviserne 
end vi normalt ser dem. Alle eleverne var i stand til at komme igennem beviserne uden støtte fra 
papirer, eleverne kommenterede alle led af deres udregninger og eleverne var afslappede i arbejdet 
ved tavlen. 
  
Vi har udvalgt et par af elevernes kommentarer til modellen, som vi synes repræsenterer deres 
generelle holdning meget fint:  
 
“Brugbart at vide hvornår der benyttes tricks” 
 
“Bedre til at forstå deres opbygning og hvordan man kan argumentere sig frem” 
 
“Bedre til at snakke om dem” 
 
“Man kan pludselig se at det hele (matematikken) hænger sammen. For tit er det jo en sætning man 
bruger som man allerede har bevist” 
 
“Det vigtigste er at huske tricksene og så have forstået udregningerne” 
 
“Det var svært i starten at skelne mellem de forskellige dele af beviset” 
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Der var dog udfordringer i enkelte trin, hvor modellen ikke helt slog til. Derfor blev det diskuteret 
hvorvidt man nødvendigvis skal give alle trin i beviset navne. Vi tror dog, at man skal benytte modellen 
meget slavisk i starten, for at sikre sig at eleverne opdager, hvad der foregår i gennem beviserne. 
Senere kan man så overveje, om det blot er de steder hvor det har betydning.  
 
7.4 Evaluering af beliefs og sociomatematiske normer i klasserne 
For at evaluere elevernes beliefs og sociomatematiske normer i forhold til vores spørgeskema (se afsnit 
5.4) har vi kigget på hvad eleverne svarede “før og efter” bevis-forløbet, og derudfra forsøgt at drage 
nogle generelle konklusioner. 
 
Der er ingen tvivl om at spørgsmål 1 om “begrebet ræsonnement” klart var nemmere for eleverne at 
forklare efter forløbet, ligesom det derved blev lettere for dem at se forskel på et ræsonnement og et 
bevis i spørgsmål 3. Den helt store ændring sås dog i spørgsmål 7 om “hvilke dele et bevis kan 
indeholde”. Her havde eleverne pludselig nogle ord at sætte på, selvfølgelig fordi de havde arbejdet 
med STARUD modellen. Nedenfor er udvalgte citater, som illustrerer nogle af elevernes meget 
forskellige svar før og efter i disse spørgsmål. : 
 
Citater fra spørgsmål 1: Hvad er et matematisk ræsonnement? 
● Flittig middel pige. 
Før: “et udsagn baseret på matematiske udregninger” 
Efter: “når man bruger logik som argument for noget matematisk” 
● Nille. 
 Før: “Når man tænker sig logisk frem til noget, et kvalificeret gæt” 
Efter: “når man ræsonnerer sig frem til noget, finder man den logiske sammenhæng mellem 
tingene uden at regne” 
● Malte 
 Før: - 
Efter: “Et matematisk ræsonnement er en metode brugt til at legimitere et matematisk bevis. 
F.eks. Hvis a er sandt, så må være sandt”. 
 
Citater fra spørgsmål 2: Hvad er et matematisk bevis? 
● Karl.  
 Før: “Sætninger” 
 Efter: “Bevis = Sandhed 
Beviset viser at det ikke bare er en alm. ligning man har fundet på men at det kommer fra 
noget. En slags undersøgelse”. 
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Citater fra spørgsmål 3: Er der en forskel på ræsonnement og bevis? Hvis ja: Hvilken? 
● Carla 
 Før: - 
Efter: ” Ja - et bevis er en sætning som ved hjælp af forskellige midler er bekræftet at være 
rigtig, et ræsonnement er et argument byggende på logik som bruges i beviser” 
● Dygtig og flittig pige: 
Før: “Man ved at et bevis altid gælder, men det er ikke sikkert for antagelsen i et ræsonnement” 
Efter: “Et bevis er noget vi kan bekræfte, og sige at det altid gælder hvorimod et ræsonnement 
er noget vi logisk slutter” 
● Middel dreng: 
 Før: “ja - det ene sted beviser vi at det er sandt, det andet sted vurderer vi det” 
Efter: “Et ræsonnement kan indgå i et bevis hvor man tænker/ræsonnerer sig frem til noget, 
hvorimod i selve beviset regner man sig frem til noget”. 
 
Citater fra spørgsmål 4: Hvorfor beviser vi matematiske påstande? 
● Malte: 
Før: “For at danne en forståelse af de matematiske værktøjer vi bruger (formler, ligninger osv.) ” 
Efter: “For at teste deres holdbarhed. En påstand der ikke kan bevises, kan ikke anvendes”. 
 
Citater fra spørgsmål 7: Hvad kan et bevis indeholde? (Hvilke trin kan der være i et bevis) 
● Super dygtig pige 
Før: “figurer. Løsning af ligninger, omskrivning af ligninger og indsættelse i andre ligninger” 
Efter: “Udregninger, definitioner, tidligere beviste sætninger, tricks, antagelser og 
ræsonnementer” 
● Dygtig men lidt doven dreng 
Før: “Variable” 
Efter: “Antagelse, udregning, definition, trick, sætning, ræsonnement” 
● Nille. 
 Før: “Opløsning af parenteser/sæt uden for parentes, samling af led” 
 Efter: “sætning, trick/ide, antagelse, ræsonnement, udregning, definition” 
 
Citater fra spørgsmål 11: Hvorfor har vi beviser i matematikundervisningen 
● Sune 
Før: “Fordi vi skal bruge det til den mundtlige eksamen hvis vi er så heldige at komme op i det” 
 Efter: “For at bevise en påstand” 
● Karl 
 Før: “Fordi det er et krav fra undervisningsministeriet” 
 Efter: “For at få en forståelse af hvor de kommer fra”. 
65 
 
Vi ser altså at der har været et klart ryk i mange elevers beliefs i to af de tre hjørner af beliefs-
trekanten som ses på figur 4, nemlig matematikkens indhold og matematikken i uddannelsen. Det 
sidste hjørne giver eleverne et hint om f.eks. i spørgsmål 9 og her er der heldigvis også sket noget: 
 
Citater fra spørgsmål 9: Hvad synes du om beviser? 
● Malte. 
 Før: ”De er ret svære. Jeg har ofte svært ved at forstå dem. 
 Efter: ”De er ofte ret svære at beskrive mundtligt. Jeg kan bedre lidt at læse dem” 
● Karl. 
 Før: ”Besværlige, ikke noget man kan huske, der skal repeteres! ” 
 Efter: ”Er ikke vild med dem sådan, men kan lide dem fordi at beviser ofte giver mening”. 
● Nille.  
Før: “De er lidt besværlige. Mange gange forstår man ikke trinnene, men kun svaret. De er ofte 
lange og uigennemskuelige. 
Efter: “De er først besværlige, men når man får dem til at gå op, har man en anden og dybere 
forståelse af påstanden”. 
 
En spændende effekt for de dygtigste elever var at de mødte matematikken på en ny måde, som noget 
der indeholder dele, der kan lægge op til diskussion. Flere elever protesterede ganske højlydt over at 
de betragtede bevisarkæologien som en undervisningsform der førte til et didaktisk kontraktbrud i og 
med at der ikke længere var én løsning til spørgsmålet om hvordan et beviselement kunne 
kategoriseres.  
 
“Skal vi nu lege humaniora?”  
“Det er jo sådan vi arbejder i dansk”  
 
Kommentarerne afslører, at diskussion af rigtigheden af udsagn for disse elever ikke er en del af deres 
sociomatematiske normer. Diskussion hører ikke til i matematik ifølge disse elever. Eleverne favnede 
dog hurtigt dette element og der gik helt sport i at skulle overbevise læreren om ens synspunkt mht. 
STARUD kategoriseringen af et delelement.  
 
En anden effekt vi så var at eleverne i 3x var gode til at give velafbalanceret konstruktiv kritik af 
hinandens præstationer. Igennem STARUD kunne de give råd om f.eks. at huske lidt mere klart at sige 
hvornår der blev defineret eller hvornår der blev antaget noget eller konkrete råd til udregningsdelene 
som f.eks. manglede ensbetydende tegn eller lignende.  Denne sproglige støtte fra STARUD så vi gav 
størstedelen af klassens elever mulighed for at deltage i at give kritik selvom der dog var en lille 
overvægt af fagligt stærke elever der ville hjælpe fremlæggeren med at blive bedre.   
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 8. Delkonklusioner og konklusion 
 
8.1 Delkonklusioner 
Vores undersøgelse af bevisarkæologiens anvendelighed i forhold til at understøtte eleverne i opnåelse 
af kompetencer inden for matematisk ræsonnement og bevisførelse, foldede vi ud i fem underliggende 
aspekter. Gennem vores arbejde er vi nået frem til følgende konklusioner på disse: 
 
Med hensyn til hvilke træk ved bevisførelse der gør beviser særligt vanskelige der kan gøre denne del 
af matematikken særlig vanskelig for eleverne, nåede vi frem til, at en årsag kan være kravet om at 
arbejde simultant i flere registre. Det var i vejledningssituationerne tydeligt, at eleverne undlod at gøre 
dette og at de i stedet fokuserede meget ensidigt på et register ad gangen. Men om dette nødvendigvis 
skyldtes vanskeligheder med registerskift vil ud fra de undersøgelser vi nåede at foretage i dette 
projekt kun kunne blive en overvejelse. Det er dog et aspekt, det kunne være spændende at undersøge 
nærmere.    
Af andre vanskeligheder eleverne stødte på i deres bevisførelse kan nævnes problemer der bundede i 
deres begrebsbillede af det matematiske bevis og manglende stringens i beskrivelsen af de 
matematiske objekter. Begge disse vanskeligheder mener vi bevisarkæologien afhjælper, den første 
blandt andet ved gennem navngivning at tydeliggøre alle delene af et bevis, den anden ved at forære 
eleverne et fagsprog og en ramme, der er stringent.  Til sidst så vi at vanskeligheder inden for symbol- 
og formalismekompetencen samt inden for repræsentationskompetencen kunne bremse eleverne 
midt i et bevis. Disse vanskeligheder blev ikke direkte adresseret af bevisarkæologien, men eleverne 
oplevede dog en forbedring idet de gennem deres bevisførelse blev nødt til at arbejde med 
kompetencerne.  
 
Med hensyn til hvad bevisarkæologi er og hvordan bevisarkæologiske elementer kan anvendes til 
undervisning i beviser, har vi fundet frem til følgende: Bevisarkæologi er en “bevis-
dechifreringsmetode”. Navnet ”bevisarkæologi” har vi lånt fra Mogens Niss og vi har derefter selv 
udviklet en model “STARUD”, som er en bevisarkæologisk metode til at splitte et bevis op i mindre, 
mere overskuelige dele. Modellen kan bruges i undervisningen for netop at give eleverne et bedre 
overblik over selve beviset, da det bliver tydeligere for dem, hvad bevisets indhold, bevisets ramme og 
bevisets rolle egentlig er.  
Bevisarkæologi er et enkelt redskab, der nemt lader sig integrere i den almindelige undervisning. 
Eleverne kan engageres i hvordan bevisarkæologien skal formuleres for netop deres klasse så eleverne 
får ejerskab i forhold til metoden - man behøver ikke at benytte netop “STARUD”, men kan finde de 
begreber som passer bedst til den klasse og de beviser, man skal arbejde med. Bevisarkæologi kan med 
fordel benyttes til gruppearbejde med efterfølgende diskussioner af de enkelte trin. 
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Med hensyn til hvilke beliefs eleverne har om ræsonnement og beviser i matematik og om de blev 
ændret af bevisarkæologien så vi, at rigtig mange af eleverne ikke vidste, hvad ordet ræsonnement 
betød før vi decideret arbejder med det i forbindelse med bevisarkæologien. Efter forløbet var der 
rigtig mange der kan formulere, at ræsonnementer bygger på logik, ligesom de kan se at 
ræsonnementer i høj grad benyttes i matematiske beviser. Eleverne ændrer altså deres beliefs om 
ræsonnement i forbindelse med deres læring af beviser. 
De fleste elever har meget klare beliefs om hvad et bevis er i starten af forløbet, og i mange tilfælde er 
det, at det er “noget man skal vise med beregning”. Disse beregninger må gerne være med tal. Der er 
også en udbredt tendens til, at de fokuserer på bevisets indhold, men glemmer bevisets ramme.  
Efter forløbet udtrykker flere af eleverne at beviser består af flere dele (sætninger, trick, antagelser, 
ræsonnementer, udregninger og definitioner) selvfølgelig fordi det er de dele der har indgået i vores 
STARUD model.  
Der er også elever, der på grund af, at de er blevet mere fortrolige med de registerskift der sker i 
beviserne, kan se fordele ved forklaringsgraden i ikke regnetekniske men geometriske beviser.  
Elevernes beliefs om sig selv i forbindelse med beviserne er tydeligvis ændret, idet specielt de svageste 
af eleverne har fået et brugbart ordforråd og dermed langt større selvtillid i forhold til deres egen 
kunnen. Dette så vi tydeligt i de udvalgte elevers fremlæggelser efter forløbet.  
 
Men hensyn til hvilke undervisningsmæssige fordele bevisarkæologien giver med henblik på at 
understøtte eleverne i at opnåelse af gode sociomatematiske normer, fandt vi at eleverne blev 
væsentlig støttet til at vide hvad god bevisskik er, så eleverne i langt højere grad end tidligere set i 
undervisningen var i stand til at levere bevisgennemgang som indeholdt hvad vi som lærere forventer 
af en god og fyldestgørende bevisgennemgang. Eleverne fremstod overbevisende og rolige ved tavlen 
hvilket vidner om at de mener at de har styr på hvad det er opgaven med at fremlægge et bevis går ud 
på.  
Eleverne blev ud over dette i stand til at se de små skønhedsfejl i fremlæggelserne der dog var og 
formidle dem på en måde så fremlæggeren nikkede genkendende og anerkendte kritikken. 
 
 
8.2 Konklusion 
Bevisarkæologien støtter eleverne i processen med at tilegne sig viden om beviser, da metoden er et 
konkret stilladseringsværktøj, der hjælper mange af vores elever i gang med beviserne og støtter deres 
vej igennem. Eleverne hjælpes gennem kategoriseringsøvelsen til at reflektere over indholdet af hvert 
enkelt delelement af beviset, hvilket er et væsentlig skridt på vejen til forståelse af delelementerne. 
Vha. bevisarkæologien udfoldes og eksemplificeres det konkret hvad matematiske ræsonnementer er, 
hvilket bidrager til en øget forståelse af matematik og matematikkens brug af logik mere generelt.  
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Læreren støttes i at lave en god devolution som sætter eleverne fri til at arbejde adidaktisk med stoffet 
da bevisarkæologien i sig selv er så stilladseret at metoden støtter læringen i en grad så eleverne kan 
arbejde i deres nærmeste læringszone.  
Begrænsningen er at bevisarkæologien i mindre grad støtter eleverne til selv at skulle konstruere 
logiske argumenter. Bevisarkæologien er en starthjælpspakke, som støtter dem i udforskningen af 
hvad beviser indeholder og som støtter deres forståelse af disse elementer. Elever kan viderebringe 
denne viden og de vil være godt klædt på til at arbejde selvstændigt med beviser da de har fået større 
indsigt i bevisets ramme og indhold.  
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Bilag A: Grafer over øvrige data 
 
Graf der viser 1g, 2g og 3g professortest resultater: 
 
Kommentar til grafen:  
1g klassen har halvdelen matematik på B og halvdelen matematik på A niveau. 2g klassen har 
matematik på B niveau. De to 3g klasser har matematik på A niveau.  
Som det ses klarer 3g’erne (heldigvis) sig bedst i alle spørgsmål. 
2g eleverne klarer sig i visse spørgsmål dårligere end 1g eleverne, dette kan skyldes at en del af 1g 
eleverne er på A niveau, og derfor har en bedre matematik forståelse, men det kan også skyldes, at det 
er forskellige mennesker der har rettet opgaverne. 
 
Grafer over de enkelte udvalgte elevers point målt i forhold til 3g 
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Bilag B: Vejledningsforløb og opgaver til enkelt eleverne Sune & Carla 
 
1.Vejledning Sune og Carla tirsdag d 3/2 (uge 6) 
Referat af vejledningen: 
Vi introducerer forløbet, og starter 
med at arbejde med beviserne for 
kvadratsætningerne (de algebraiske 
beviser). Det er lidt tungt, da de 
stadig har lidt problemer med 
algebraen, men vi kommer 
igennem. Hjemme skal de se på en 
masse regneeksempler som vi har 
lavet til dem med kvadratsætninger 
(både regne den ene vej og den 
anden samt finde centrum for 
cirkler), og overveje om det at vi har 
gennemgået beviserne hjælper dem 
når de regner. 
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2. vejledning Sune og Carla, onsdag d 18/2 (uge 8) 
  
 
Referat af vejledningen 
Først snakker vi kort om opgaverne. De 
første (regne frem og tilbage) var der 
ingen problemer med, og begge elever 
siger det var en stor hjælp at vi havde 
lavet beviset først. Opgaverne med at 
finde cirklernes centrum kunne ingen af 
dem finde ud af hjemme. De kunne slet 
ikke se, at det havde noget med 
kvadratsætningerne at gøre. Da de så det 
mente de godt at de ville kunne løse 
opgaverne. Det bad vi dem om at gøre 
hjemme. 
Dagens primære tekst var at gennemgå 
beviset for andengradsligningen vha. 
bevisarkæologi. Vi introducerede 
redskaberne RITALØS, som de skulle bruge 
ved hvert trin og overveje hvad det 
egentlig er der sker i beviset: 
R - regning 
I - ikke bevist før sætning 
T - Trick 
A - antagelse 
L - logik 
Ø - øvrige 
S - sætning 
Det gik hurtigt op for dem, at det hele nærmest var regning - og så lige brug af en sætning S 
(kvadratsætning) og en definition af diskriminanten. Vi tilføjede derfor et bogstav i vores værktøjskasse 
D for definition. 
Lektie til næste gang for eleverne blev at benytte disse bogstaver til at opsplitte beviserne for 
differentialkvotienten til y = ax2 + bx + c (Carla) og y = f(x) + g(x) (Sune) Nyt forslag til modellen er 
FRIDALØS, hvis trick bliver til fidus. 
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3. vejledning Sune og Carla 
(24/2 2015 uge 9) 
Eleverne har haft to opgaver 
for hjemme, men har kigget 
på den samme. Da vi kun når 
den ene er det den der 
fremgår nedenfor. Den anden 
opgave arbejder vi med næste 
gang, og fremgår af næste 
vejledningsopgaver nedenfor 
har eleverne “haft for” 
hjemme. Det er dog  
 
Referat af vejledningen 
 
Vi gik lige på og hårdt med 
beviset for 
differentialkvotienten af 

      , som de 
begge havde kigget på 
hjemme. Som udgangspunkt 
sagde de, at de godt kunne 
finde ud af det. 
Vi har markeret steder i 
beviset med tal for bedre at 
kunne følge med ved 
referatet: 
   
Allerede ved første  (1) har vi første diskussion. 
Sune: mener Δ     
 ! 
	  er en antagelse 
Carla: mener det er en beregning. 
Da vi spørger hvad det overhovedet betyder, viser det sig, 
at de ikke helt ved hvad tilvæksten har med en graf at 
gøre. Vi beder om at de tegner en tilfældig graf, og Carla 
tegner en ret linje. Vi beder om en funktion der ligner f(x), 
og Sune tegner efter kort tænkepause en fin parabel. 
Vi beder om at de indtegner hvor man kan finde f(x0) og 
f(x0+h), og Sune tegner dem på x-aksen. Carla siger det er 
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y-værdien, og efter noget tid får vi placeret x0, x0+h korrekt. Sune er hurtig til at se, at afstanden 
imellem x0 og x0+h jo bare er h. Næste udfordring er hvor man aflæser f(x0) og f(x0+h) - det gør man 
på grafen siger Carla, og hun tegner punktet netop på grafen. Stine tegner vandrette linjer og der går 
noget tid før de kan se at det aflæses på y-aksen. 
Hvad er så Δ	det tager også noget tid at få på plads, at det er afstanden mellem 
udtrykkene på y-aksen, selvom Carla gentager at det er funktionstilvæksten. 
Nu går vi videre til lighedstegn (2). Her ser Sune hurtigt at vi bare sætter x0 og 
x0+h ind i funktionen f. Vi snakker lidt og bliver enige om at det er en definition. 
Ved lighedstegn (3) med er der enighed om at det er en beregning, og Carla siger 
at man bare sætter i anden ind i parentesen. Stine spørger - hvad med det led i 
midten. Der går lidt før Carla siger, nååå det er det dobbelte produkt, og så siger Sune, at han ikke kan 
huske om det er potensregneregler eller kvadratsætninger. Carla siger hurtigt kvadratsætninger. 
Lighedstegn (4) og (5) volder ingen problemer - det er beregninger. 
Nu skal vi opstille differenskvotienten - som begge elever af flere omgange læser som 
differentialkvotienten. Efter at have diskuteret hvad differens og kvotient betyder får vi videre til at 
skrive udtrykket op.  
Anne spørger nu om de kan illustrere hvad udtrykket betyder på tegningen. De kan slet ikke se hvad 
"#$%
"#

%
  svarer til. Anne foreslår diskret at det ene punkt kunne 
hedde	&, &
 og det andet tilsvarende 	, 
 . Nu får de hurtigt skrevet 


  
og de genkender beg ge udtrykket men ved ikke hvad det er. Carla griner og vil 
ikke sige hvad hun tror - efter lidt overtalelse siger hun dog hældningen. 
Hældningen af hvad? Efter lidt hjælp finder vi frem til at det er hældningen for en 
ret linje. Stine minder dem om at det er en sekant, og at det er sekantens 
hældning tager lidt tid at blive overbevist om. 
Lighedstegn (7)og (8) er hurtigt overstået - det er bare beregning. Nu kommer vi 
så til grænseværdien. Sune siger, at man bare skal sætte h=0 ind, og så kan man se 
resultatet. Men hvad betyder det på grafen? 
Vi tegner flere sekanter og da vi når til ”h=0” tegner Sune en linje først et lidt 
tilfældigt sted, men dernæst lodret igennem grafen ved x0. Vi får dog lige mindet 
om, at det er en tangent, og så er tiden gået. 
  
Næste gang skal de se på det andet bevis - og vi skal repetere de tre trin 
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Vejledning 4 med Sune og Carla (tirsdag den 3/3, uge 10) 
 
Referat af vejledningen 
  
Vi gennemgik beviset for 
differentiation af et 
produkt. Vi tog IKKE 
udgangspunkt i noter, men 
vi bad dem om at lave det 
”med vejledning”. De 
havde således ikke noget 
at kigge efter - men til 
gengæld jo erfaring med 
metoden fra før. 
 
Først får Carla skrevet den 
regel op som vi gerne vil 
vise. Sune kan ikke huske 
den. 
Var overrasket over, at de 
stadig havde svært ved at 
skrive op hvad der skulle 
gælde for at en funktion 
var differentiabel:  
"#$%
"#

%
	→ 	′
. 
Det tog lidt tid. 
Efter denne definition og 
antagelse skulle vi så lige i 
gang med tretrinsreglen: 
Carla kunne godt skrive 
differensen, 
differenskvotient op og 
forklare metoden. Sune 
virkede lidt væk. 
Men da vi først får skrevet 
Δ	 op, er det Sune der får skrevet funktionsudtrykket rigtigt op. 
 . Vi bliver så nødt til at vide, at det kan omskrives til 
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En detalje her er, at begge vælger at skrive gange i midten. Da jeg spørger til det tager det noget tid før 
de kan se at det er minus. Igen regneregler der driller. 
Differenskvotienten skrives nu fint op  , og jeg fortæller dem hvad tricket 
er (læg    
  *
 til og træk det fra. Begge er hurtige til at skrive det rigtigt op - og kan 
argumentere for at man må gøre det. 
 
 Nu følger så meget detaljeret vejledning med målet at få omskrevet udtrykket så det ligner det 
ønskede. Det er ikke let for dem at se ”hvor de skal hen”, selvom vi flere gange ser på udtrykket fra 
starten om hvad der gælder når funktionen er differentiabel.   
Det er Sune der først (og faktisk ret hurtigt) får skrevet udtrykket rigtigt op - så vi kan se hvor det fører 
hen. Man kan uden tvivl sige at han har fået meget mere selvtillid! 
 
 
 
NU skal vi så lave grænseovergangen, og de ser begge at det udtryk der står ligner det vi gerne vil nå 
frem til. 
Det er Carla der først skriver en 
stor pil, og så formlen op som vi 
gerne ville vise. 
VI opsummere nu hvad det er 
man skal kunne huske, for at 
kunne lave beviset: definition af 
differentiabel funktion, 
tretrinsregel og trick (+ en 
masse regneregler… hmmm..) 
Jeg spørger eleverne om de 
synes modellen giver mening - 
det er i alle fald svært at sige at 
klasse undervisningen ”tages 
seriøst” siger Sune. 
Vejledningen slutter nu, da det 
ringer.. 
Vejledning 5 med Sune og Carla 
(torsdag den 12/3, uge 11) 
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Første opgave at bevise kvadratsætningerne ved beregninger. Carla siger at det var det de gjorde 
første gang og går i gang. Sune skriver sætningerne op og siger at han kan huske dem. Er de så bevist? 
Nej, så er man nødt til at regne. 
Derefter skal de bevise geometrisk. Carla kan ikke komme i gang, men Sune kan se at der i andet 
kvadrat må indgå 2ab, a2 og b2. Med hjælp kan de se at det er den ene side af kvadratsætningerne, der 
er angivet, og at det er den anden side, der mangler. Ved meget hjælp kan de se at arealet af den 
anden må være (a+b)2. Ingen af dem er dog opmærksomme på at det er arealet af de to figurer, der er 
ens, de nøjes med at sige at de er ens. Sune mener at det ikke rigtigt er et bevis, da der i beviser må 
indgå noget med udregninger. De synes begge bedst om det geometriske bevis, da det er tydeligt 
hvorfor 2ab er med. 
Til sidst for de et forkortet uddrag af bevis for cosinusrelation og mener begge som udgangspunkt, at 
det er et fint bevis. Hvorfor: fordi det passer det der står og fordi der både er figur og beregninger med. 
(figuren er illustrationen) 
Da de bliver spurgt om hvad det er et bevis for mener de det er pythagoras. Med lidt hjælp kan de se at 
det er cosinusrelationerne, og Carla kan så se at der mangler noget. Da vi spørger hvorfor siger hun at 
der jo slet ikke er noget Cosinus. De bliver bedt om at selv at arbejde sig videre mod et bevis for 
cosinusrelationerne og Carla kommer efter lidt betænkningstid på at skrive: 
c2=h2+x2-2hx*cos C og siger at der jo ikke står dette nogen steder. 
Hun kigger igen på de to udtryk de har fået udleveret. Stine beder dem overveje om der er noget i 
udtrykket der ikke udgør side eller vinkel i en vilkårlig trekant og de kan begge se at det er h. 
Efter lidt længere overvejelser giver Carla sig til at trække de to ligninger fra hinanden til udtrykket: 
Undervejs er hun i tvivl om hvilke led der skal trækkes fra, her kan Sune hjælpe. 
b2-2bx=a2-c2 
Efter yderligere hjælp konstaterer hun at x ikke passer i cosinusrelationen. De kan ikke komme videre 
men Sune kan med en del hjælp huske cosinusrelationen i den retvinklede trekant. Carla kan herefter 
se hvad den kan bruges til, men kan alligevel ikke komme videre. De vælger først at prøve med de to 
forkerte vinkler i forhold til den vinkel de skal bruge. Til sidst vælger Carla vinkel A og får isoleret x og 
indsat det fundne udtry. Herefter regner hun frem til cosinusrelationen. 
Ved spørgsmål til sidst om de har bevist cosinusrelationen for alle trekanter siger de ja, først ved at 
pege på antagelsen om spidsvinklet trekant kan Carla se at der kan mangle for stumpvinklet. 
Umiddelbart læser hun dog først noget med at det er den spidse vinkel der skal bruges ved 
udregningen. 
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Appendiks A:  
Bell (1976) ”A study of pupils proof-explanations in mathematical situations 
  
Beviser er almindeligvis meget svære for elever at forstå. Der findes flere stadier i elevernes forsøg på 
generalisering. Man kan opdele forståelsen af beviser i tre dele: Verifikation (vis at det er sandt), 
validering (hvorfor det er sandt) og systematisering (organisering af resultater med aksiomer, 
sætninger osv.). Før elever begynder at kunne bruge beviser skal de forstå hvilken betydning de har. 
Man kan visuelt se et bevis som et træ af påstande, der med udgangspunkt i data eller en general facts 
benytter implikationer til at nå en pointe/konklusion. Der er således flere dele i beviserne - og der kan 
være forskel i hvilke dele den enkelte elev mestrer. 
Da det er svært at måle ”i hvor høj grad” en elev har forstået et bevis, kategoriserer Bell derfor den 
enkelte elevs forståelse/formåen af matematiske beviser i hhv. empiriske og deduktive kategorier. 
Empirisk: 
● O: Kan end ikke konstruere tal-eksempler for at teste generalisering. 
● X: Stikprøver, får lidt tilfældigt få rigtige. Kan ikke se hvornår de enkelte dele er sande 
● NS: Usystematisk, finder små tilfældige ”brøkdele” af enkelte bevis dele 
● NS S: Delvis systematisk, finder ud af enkelte af bevisets dele 
● S: Systematisk, finder nogle af bevisdelene korrekt - og forsøger at fuldende 
● F: Fuldstændigt rigtigt forklarende svar 
  
Deduktive kategorier; 
● ND: Non-afhængig, Kan regne enkelte eksempler korrekt, men ikke benytte generaliseringen. 
Ser ikke sammenhængen. 
● D: Afhængighed, forstår og forsøger på at linke data med konklusion - men fejler på 
generalisering. I modsætning til i ”X” forstår de vigtigheden af deduktion og ikke bare tilfældige 
taleksempler 
● Rgr: Relevant - genneralt, ingen analyse men præsenterer enkelte situationen uden at kunne se 
at det er generelle termer, accept af deduktive forbindelser - kan bare ikke bruge dem selv. 
● Rcd: Relevant ”collateral”. Forstår relevansen og nævner enkelte relevante dele, forsøger at 
argumentere - men det bliver kun delvist/fragmenteret. 
● Einc: Forklaring usammenhængende, får sat dele af argumenterne rigtigt sammen 
● Ecs; Forklaring sammenhængende, helt rigtigt, men forstår ikke generaliteten 
● Ecomp: Komplet forklaring 
  
Man skal finde ud af ”hvilken kategori” eleverne er i, for at kunne hjælpe dem bedst muligt. Man skal 
lære dem at forstå ”hvad et bevis kan”. Skal få eleverne til at forstå forskellen på en empirisk 
generalisering og en deduktiv indsigt. Hvordan - er et godt spørgsmål. 
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Appendiks B: 
De Villiers (1990), “The Role and Function of Proof in Mathematics” 
At eleverne har svært ved beviser skyldes ikke kun at de har svært ved logik og ræsonnement, men i 
høj grad også at de ikke kan se den dybere mening med og styrken af beviserne. Hvorfor overhovedet 
beviser? Men hvad er det der gør beviserne meningsfulde nok i sig selv for eleverne? 
De Villes citat:”Beviser er ikke nødvendigvis en forudsætning for overbevisning, overbevisning er langt 
mere hyppigt en forudsætning for et bevis” 
Traditionelt og historisk er meningen med beviser blot at verificere påstande som vi allerede kender, 
eller at overbevise folk om at de er rigtige (overbevise dig selv, en ven eller en fjende som Tall 
beskriver). Man beviser bare ”for at være sikker”. De Villiers mener at det er for ensidigt synspunkt, og 
angiver 5 forskellige gode grunde til beviser. 
1. Verifikation: Beviser for at vise at en påstand er sandt 
2. Forklaring: Beviser for at se hvorfor en påstand er sand 
3. Systematisering, beviser for at oprette/stadfæste systemer og accepterede sammenhænge’ 
4. Undersøgelse: Beviser hjælper til at opdage nye sammenhænge 
5. Kommunikation, formidling af matematisk viden. 
Ad 1) Der opereres ikke med fuldstændige beviser - men når man skriver ”komplet bevis” menes et 
bevis der er stærkt nok til at overbevise læseren. Hvis et bevis skal være helt fuldstændigt skal man 
bygge på aksiomer? Modbeviser er gode til at finde fejl eller andet i allerede eksisterende beviser. At 
verificere en påstand siger ikke noget om en tilsvarende påstand. 
Ad 2) Empirisk verifikation siger intet om ”hvorfor” er sandt. I matematisk forstand ikke så interessant 
at det er sandt, men mere hvorfor det er sandt. Altså forklaring bedre end verificering. 
Ad 3) Systematisering hjælper med identifikation af inkonsistens, simplificerer, udvider horisont, 
tjekker ægtheden af påstande, giver anledning til at finde alternative deduktive systemer. 
Ad 4) Undersøgelse/forskning. Deduktion og bevisførelse fører ind imellem til ny brugbar viden. 
Ad 5) Skaber et forum for kritisk debat. 
  
Ofte fokuseres i undervisning kun på verifikation, men ved at fokusere på de andre gode grunde til 
beviser får eleverne et mere reflekteret billede af matematikkens natur og meningen med matematik. 
Elever skal forstå meningen for kognitivt at kunne lære beviserne.  
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Appendiks C:  
Dreyfus (1999), “Why Johnny can’t prove” 
Artiklen tager udgangspunkt i at undervisningen i matematik de senere år har fået mere fokus på at 
studerende på alle niveauer skal forklare deres ræsonnementer, og dette ses af flere forskere som den 
eneste måde at sikre at de studerende bliver bedre til matematik.  
Fokus for artiklen er en række eksempler fra 1.-2. års universitetsstuderendes besvarelser af 
skriftlige opgaver hvor de studerende eksplicit er blevet bedt om at at forklare deres svar på opgaven. 
Selv med dette snævre fokus kan forfatteren dog liste en lang række undersøgelsesspørgsmål som  
”hvornår accepterer vi som lærere en forklaring?” ”Forventer vi et bevis når vi beder om at den 
studerende retfærdiggør sin påstand?” m.fl. 
I 2. afsnit gives den empiriske baggrund for artiklen og efter en indledende forklaring om at 
fokus ligger i at afdække hvorfor studerende med tilsyneladende rigtig forståelse af de stillede 
spørgsmål alligevel ikke er i stand til at give tilfredsstillende forklaringer på deres svar. Eksemplerne 
karakteriseres som ikke værende repræsentative men resultatet af en ”personlig bias”, men de 
studerende er alle blevet gjort opmærksomme på at forklaringer tæller med i bedømmelsen. 
6 eksempler på spørgsmål og svar fra studerende gives som alle udviser forståelse men ingen af 
forklaringerne anses for gode og fyldestgørende.  Eksemplerne er rodede, indeholder for meget/for lidt 
er empiriske og ikke analytiske eller lignende. Efter disse 6 eksempler direkte fra stillede opgaver 
angives Cauchys problemer med grænseværdien for summen af kontinuerte funktioner, illustreres som 
værende at finde hos de studerende. Til sidst gives et eksempel om fra en gruppe matematiklærere 
som skal besvare et spørgsmål om et polynomium med to variable x og y altid har et minimum. Pointen 
er at selv dygtige matematikere kan falde for indviklede forklaringer.  
Artiklen giver en opsamling af sine findings i form af en række af 8 spørgsmålsområder som 
giver problemer for de studerende, f.eks: Hvor vigtig er rækkefølgen af argumenterne for en 
konklusion? Eller : Er redundans forkert? En første konklusion på empirien er at forfatteren ser at det 
at give en matematisk forklaring er virkelig svært selv for dygtige studerende som forstår deres stof. 
Næste kapitel giver en gennemgang af udvalgte pointer fra den didaktiske forskning startende 
med Harel og Sowders bevisskemaopdeling. Undersøgelser der påpeger problemer nævnes som f.eks. 
at det viser sig at kun cirka 15% af alle studerende ved hvad et bevis er. Lyspunkter findes dog men 
primært hvor særdeles udførligt planlagt undervisning med stort fokus på didaktisk forskning - som 
f.eks. vores artikel fra Yackel og Cobbs sociomatematiske norm-undervisning, går ind og støtter 
studerende i deres arbejde med at blive gode til at ræsonnere og føre beviser. Det konstateres tørt at 
hverken universitets bøger eller undervisere traditionelt har særlig meget øje for at få etableret gode 
sociomatematiske normer hos de studerende. 
Kapitel 4 handler om lærebøger og der gives eksempler som delvis forklarer hvor studerende 
kan få nogle af de problemer som nævnes under findings i kapitel 2. Fokus på at give taleksempler, 
gentagelser, løs omgang med grænseværdibegrebet, ”heraf ses let” og meget andet der kan føre de 
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studerende på vildspor. Studerendes videnstilegnelse beskrives som et edderkoppespind i stedet for 
logiske lineære strenge af viden. 
Kapitlet slutter med et langt eksempel fra forfatterens egen undervisning som han har fundet 
ud af har lange historiske rødder om forskellen mellem at regne volumen kontra overflader i 
integralregningen. Dette sætter forfatteren i stand til at konkludere at de studerende mangler evnen til 
at se hvornår et matematisk argument er gyldigt eller ej.  
Kapitel 5 angriber beviser og forklaringer fra et teoretisk synspunkt hvor forfatteren starter 
med at citere Hanna : i matematik handler beviser om berettigelse og verificering men i 
undervisningen handler beviser om at forklare. Herefter kommer en gennemgang af forskellige 
teoretiske synspunkter for forskellene f.eks. Duval som i 1992 kom med en artikel der omdeler 
retfærdiggørelse i matematik i forklaringer, argumenter og beviser. Forklaringer ses som beskrivende 
hvor man producerer begrundelser,  hvor argumenter og beviser ses som undersøgende styrken af 
disse begrundelser.  
Forfatteren mener ikke at der er en klar skelnen mellem de forskellige kategorier hvilket 
forfatteren kan skyldes at hvad der konstituerer et bevis afhænger af hvilket forskningspardigme man 
arbejder indenfor. Her citeres Kleiner og Lakatos.  
Kapitel 6 opsummerer artiklen og konkluderer at New Math fejler i at levere matematik-
undervisningen der virker. At basere matematikundervisningen på stringent udledte sætninger på 
baggrund af definitioner har fejlet. Beviset skal være det absolut sidste man ser efter man som 
studerende har arbejdet med stoffet og fået det ind under huden. Lærerne skal være meget 
opmærksomme på hvad de kræver af forklaringer og didaktikere skal fokusere på at afdække forskelle 
mellem forklaringer, argumenter og beviser og hvornår hvad kan forstås af studerende o g hvorfor. Det 
foreslås at der måske skal være mere fokus på at få læringsprocessen støttet af visuelle virkemidler. 
Artiklen konkluderer at hvis studerende på universitetsniveau skal blive i stand til at give 
fyldestgørende forklaringer skal de udvikle sig i deres matematiske forståelse fra fokus på 
opgaveløsning til fokus på at se matematikken som et teorifelt indeholdende et stort antal 
sammenbundne strukturer. De studerende skal flyttes fra at kunne give resultater til opgaver til at 
beskæftige sig med sandheden af påstande, og i processen, hvad skal vi som lærere så rent faktisk 
kræve af de studerendes forklaringer?` 
 
 
 
  
85 
Appendiks D:  
Dreyfus/Hadas (1996), “Geometry in Israel, Part 2” 
 
Artiklen diskutere hvordan man kan opstille forskellige i Brousseau-jargon didaktiske situationer 
som kan hjælpe 9. klassetrins elever til at indse nødvendigheden og nytten af beviser inden for 
geometrien. 
Først diskuteres det hvordan brugen af forskelligt software i geometriundervisningen kan få 
eleverne til at udvikle en udpræget induktiv tilgang til matematik.  Artiklens påstand er at med den 
rette tilrettelæggelse kan dette undgås, så eleverne selv med væsentlige dele computer-inspektion kan 
indse og endda efterspørge beviser for geometriske sætninger. Både bevisernes forklarende såvel som 
bevisernes overbevisende elementer menes det eleverne kan indse nødvendigheden af vha. passende 
didaktiske situationer. 
Herefter beskrives en række DS som beskriver helt konkret hvordan man kan designe 
geometriforløb som kan understøtte elevernes evner udi ræsonnement og bevisførelse. 
Situationerne beskriver eksplicit hvordan man kan bruge forskellige adidaktiske situationer hvor 
eleverne f.eks. selv skal undersøge hvor mange karakteristiska man skal kende om 2 trekanter for at 
afgøre om de kongruente. Situationer hvor eleverne kommer frem til modsigelser, hvor de oplever 
overraskende effekter eller direkte bliver snydt til at arbejde videre med elementer der ingen steder 
fører hen fordi de empirisk mener at have set mønstre beskrives som konstruktive for eleverne. 
Efterfølgende bliver elevernes viden opsamlet i en institutionaliseringsfase som kan indeholde de 
efterspurgte beviser og ræsonnementer. 
Forfatterne konkluderende at undersøgende, computerbaserede elementer med fordel kan 
indarbejdes i geometriske forløb så længe man er meget opmærksom på hvordan man opbygger den 
didaktiske situation, så eleverne selv kommer til at opleve behovet for forklaring og overbevisning vha. 
matematiske beviser. 
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Appendiks E:  
EMS (2011), “Do Theorems Admit Exceptions? Solid Findings in Mathematics Education on Empirical 
Proof Schemes” 
For at eleverne skal kunne forstå beviser skal de kunne forstå hvorfor vi laver beviser og bevisets rolle i 
matematikken. Der er dog forskelle på hvordan ”den matematiske verden” og ”den virkelige verden” 
opfører sig. 
En af de store forskelle på matematik og hverdagen er, at der ikke på samme måde findes undtagelser 
der bekræfter reglen i matematikken. Denne detalje i hverdagen er med til at eleverne ikke helt forstår 
bevisets styrke. ”Der kan jo være undtagelser”. Matematisk tankegang er derfor ikke naturligt for 
eleverne.   
Et sted imellem 50% og 80% af elever vælger et empirisk bevisskema og mener at brug af tilfældige 
valgte taleksempler er nok til at lave et bevis. 
Der er naturligvis mange flere elever der kan se hvad der er et rigtigt bevis end elever der selv kan lave 
et bevis. Når elever ser ”et godt bevis” er det ofte et med bogstavregning i algebra. I modsætning til 
dette er deres egne beviser almindeligvis forklarende ud fra hverdagen. 
En af årsagerne til at eleverne er så tilbøjelige til at benytte empiriske bevisskemaer er muligvis, at vi 
ofte laver regneeksempler for at vise at det vi har vist gælder.  
 
Appendiks F:  
EMS (2013), “Solid Findings in Mathematics Education: Living with Beliefs and Orientations - 
underestimated, nevertheless Omnipresent, factors for Mathematics teaching and learning.” 
Læring af matematik afhænger også af subjektive forståelser så som elevernes ”beliefs”. Begrebet 
”beliefs” er defineret forskelligt af forskellige forfattere, men Schoenfelds definition er nok den mest 
anvendte: Beliefs er mentale konstruktioner der kan opfattes som sammenkædning af folks erfaringer 
og forståelser. Schoenfeld har introduceret et bredere begreb ”orientering”, som kan opfattes som 
beliefs sammen med personens mål. 
Beliefs er ikke enestående - men hænger sammen med alle andre beliefs personen har. Når en elev 
eller for den sags skyld en lærer ”handler” sker det ud fra hans ”beliefs”. Dette gør, at matematikken 
ikke kan forstås så ”eksakt” da hver person har sine egne beliefs. 
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Appendiks G:  
Epp (1998), “A unified framework for proof and disproof” 
 
Epp tager udgangspunkt i high-school elevers problemer med beviser. Hun arbejder med beviset at 
kvadratet for et ulige tal også er ulige: 
Beviset: Antag at x er et ulige tal, så er x = 2k+1 for et givet k…. 
Epp oplever at elevernes vanskeligheder med at fuldføre beviset kan deles i fem typer problemer: 
1. Jeg har tjekket for 32, 52…, har jeg tjekket nok? 
2. Hvor kom x fra? 
3. Hvorfor begynder beviset med en antagelse? 
4. Hvordan kan man vide hvilke algebraiske trin man skal tage? 
5. Hvorfor ender beviset som det gør? 
I artiklen beskriver Epp hvordan hun i sin undervisning forsøger at tage højde for hvert af de fem 
problemer. 
Ad 1: Epp mener, at en af grundende til elevernes problemer, er at eleverne ikke accepterer de 
grundlæggende logiske regler matematikken bygger på. Disse regler forsøger Epp at vise eleverne, at 
de allerede kender, ved at stille spørgsmål i daglig sprog. 
Ex: Er det sandt at alle elever i klassen er over 20? Dette spørgsmål besvares let med en negation fra en 
elev, der er under 20. 
Er det sandt at alle elever i klassen er over 15? Hvordan kan et bekræftende svar gives med sikkerhed? 
Kun ved at undersøge alles alder. Dette viser, at det for at bekræfte sandhedsværdien for en stor 
mængde er nødvendigt at undersøge hvert eneste element. 
Ad 2: Eleverne vises, at det er smart at navngive en ubekendt med et bogstav fordi man derefter 
lettere kan manipulere med den og meget præcist se, hvad der spørges om. Igen bruges eksemplet 
med elevernes alder: 
Eleverne skal udvikle måden at sige et udsagn på ad disse linjer: 
Alle elever i denne klasse er over 15 
Til: For enhver elev x, hvis eleven er i denne klasse, så er eleven over 15. 
Til: For alle elever x, hvis x er i denne klasse, så er eleven over 15. 
Til: For alle x i D, hvis H(x), så C(X). 
Ad 3 og 5: Eleverne skal arbejde med dagligsprogsudsagn der bygger på skabelonen ”for alle x, hvis y, 
så z” for at få en fornemmelse af processen i et bevis. Processen trænes også ved at eleverne skal se på 
hvert bevis med spørgsmålene: Hvad skal jeg antage? Hvad skal jeg vise (demonstrere)? 
Ad 4: For at forstå hvilke algebraiske trin der skal tages i et bevis, lærer eleverne at se på hvad 
antagelserne og konklusionen betyder, da de algebraiske skridt tit kan læses fra dem. 
Epp kommer derefter kort ind på modbevis og bevis ved modstrid, hvor det sidste ifølge Epp er 
sværere for elever end direkte bevis. Eleverne skal her se, at de ligesom ved det direkte bevis kan stille 
spørgsmålet: hvad skal jeg antage? Hvad skal jeg vise? Det svære ved modstridsbeviser er dog at 
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antage noget forkert. Men ved at arbejde med beviser på baggrund af de spørgsdmål nævnt ovenfor, 
kan eleverne få en fornemmelse af at de tre bevistyper alle er skåret over samme type logisk 
ræsonnement. 
Afslutningsvist præsenteres en række eksempler på mindre bevis og ræsonnementsspørgsmål, Epp 
selv stiller sine elever (note til os selv: interessante til inspiration i undervisning)  
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Appendiks H:  
Hanna, 1990 (Some pedagogical Aspect of Proof) 
Der er tre forskellige fokus i artiklen, først ses på forskellige typer af beviser som kaldes “formelle 
beviser” og “acceptable beviser” og dernæst fokuseres på hvordan man underviser i beviser. 
 
● Det formelle bevis er beviser der bunder i aksiomer og alle argumenter er logiske hvorfor der 
ikke er nogen tvivl om bevisets gyldighed. Typiske eksempler på formelle beviser findes i 
geometrien. 
● Det acceptable bevis, er beviser bygger på normative koncepter som accepteres generelt af 
matematikere. Der er ikke de samme krav til korrekthed i beviset, og det bygger ikke 
nødvendigvis på aksiomer 
Man kunne argumentere for at alle beviser skulle være formelle, men hvis vi kun skulle have formelle 
beviser ville matematikken blive begrænset og kun for matematikere. Da matematikke gerne skulle 
være til brug for videnskaben er det derfor nødvendigt også at have acceptable beviser. Historisk er 
man derfor også mere og mere overbevist om, at acceptable beviser er lige så gode. Det er mere og 
mere vigtigt hvad beviset viser (de essentielle sammenhænge) og mindre vigtigt hvordan de lige er 
bevist og hvor korrekt beviset er når man ser på de enkelte detaljer. 
 
I undervisning bør man gøre mere ud af at vise beviserne som overbevisende påstande. Det er vigtigt 
at eleverne ser hvordan valide argumenter kan benyttes i komplekse problemstillinger, mere fokus på 
de sociale kriterier der skal opfyldes for at acceptere en matematisk “sandhed” og mindre af de rent 
formelle beviser. 
Hanna synes at man i stedet for skal differentiere imellem beviser der beviser (vi kalder dem bevis 
beviser) eller beviser der forklarer (forklarende beviser).  
● Bevis beviser, er beviser der viser at sætningen er sand, men ikke hvorfor. Der benyttes logiske 
argumenter hele vejen, men man alligevel kan ikke se hvorfor det er sandt. 
● Forklarende beviser, skal man ud over at se at det er sandt også kunne se hvorfor det er sandt.  
Hanna kommer med et eksempel på forskellen, idet hun viser hvordan man kan vise at summen af de 
første n hele positive tal kan skrives som n(n+1)/2. Første bevis er et induktionsbevis og derfor helt 
igennem formelt. Herefter ses forskellige eksempler på forklarende beviser af samme sætning, bla ved 
illustrationer og tegninger. 
 
Det er ikke altid bedst med forklarende beviser, og disse beviser almindeligvis er lidt mere krævende. 
Hvis man f.eks. mest er interesseret i resultatet og ikke hvorfor resultatet er gældende, kan det være 
bedst med de formelle (og hurtigere) beviser. Opsummerende siger Hanna, at man skal lægge mere 
vægt på de forklarende beviser i undervisningen, da de almindeligvis giver en bedre forståelse af de 
sætninger man viser, og samtidig viser at matematiske beviser ikke bare er en kæde af sande 
deduktioner.  
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Appendiks I:  
Harel-Sowder (2007), “Toward comprehensive perspectives on the learning and teaching of proof” 
  
Beviser er vigtige I matematik - men de er også svære. Om dette skyldes lærebøger, eleverne selv, 
læreren - vides ikke med sikkerhed, men Harel-Sowder’s forskning viser, at undervisning i beviser og 
læring indeholdende matematik og historie, kognitive og sociologiske elementer samt instruktioner 
fremmer forståelsen mærkbart. 
Nedenfor er udvalgte faktorer nævnt som alle spiller ind på den enkelte elevs forståelse. Alle skal 
opfattes subjektivt, da det ikke er ens for forskellige individer: 
Matematiske og historiske-epistemologiske faktorer (hvad er et bevis/hvordan bevises/kritiske faser i 
udviklingen af beviser historisk 
Kognitive faktorer: (Opfattelser af beviser, studerendes vanskeligheder ved beviser og hvorfor disse 
vanskeligheder er der) 
Sociokulturelle faktorer: (Hvorfor beviser, hvordan skal man undervise i beviser, beviser i 
klasseværelset, klasserummet - og den enkelte elev, klassens læringsrum, samspil og aktiviteter lærer 
og elev imellem) 
  
Mange elever har en forståelse af at beviser ”har deres eget liv”, og forstår slet ikke styrken og 
potentialet ved beviser. For at lære dem beviser skal de således først forstå logik og ræsonnement, 
samt forstå hvad beviser kan. Det er klart at man lettere kan undervise eleverne i beviser, hvis man 
kender den enkelte elevs forforståelse - ellers er det nærmest umuligt at lære dem denne ”kategori”. 
Man kan med fordel benytte ”bevisskemaer” til at hjælpe med at identificere elevernes problemer. 
Definition af bevisskemaer bygger i bedste matematiske stil på tre definitioner: 
1. Formodning/fact (det bliver først en fact når eleven er sikker på at en formodning er rigtig) 
2. Bevis (for at fjerne enhver tvivl) 
3. Fastslå/overbevise (forskel i forståelsesgrad hvis det er en selv eller andre der skal overbevises) 
For at kunne forstå matematik og forstå hvorfor og hvordan et bevis giver mening, skal det forstås så 
godt at man kan overbevise andre. Dette leder frem til følgende definition af bevisskema: 
Definition: Et bevisskema er det der skal til for at en person kan fastslå og overbevise andre om en 
påstand. 
Taksonomien for bevisskemaer deles i tre underkategorier: 
1. Ydre bevisskemaer 
2. Autoriteter fra lærer/lærerbog 
3. Ritualer - hvordan argumentet fremstår 
4. Symbolmanipulation uden referencer 
5. Empiriske bevisskemaer 
6. Regne eksempler fra data, algebraiske udtryk eller fysiske fakta 
7. Forestillinger og sanselige erfaringer 
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8. Deduktive bevisskemaer 
9. Transformationelle, hvor man ikke beviser antagelserne men vha. generaliseringer, operationer 
og logik bygger videre på allerede accepterede påstande/aksiomatiske 
a. Årsags 
b. Græske aksiomatiske 
c. Aksiomatiske, hvor man starter helt fra bunden - tilbage ved aksiomer 
Harel-Sowder nævner bevisets historie, som et eksempel på at ”ideen med beviset” har flyttet sig fra at 
skulle beskrivelse virkeligheden til at kunne forme matematikken (meget frit oversat). Man kan sige at 
beviserne i gamle dage kun behøvede at være empiriske for at kunne beskrive verden, men at beviser i 
dag skal være deduktive for at bruges til at få indsigt. Skiftet skete med ”symbolalgebraen”, hvor man 
gik fra at se resultatet af operationer til at se på operationerne i sig selv. Dette er et godt billede på, at 
eleverne også skal kunne se en mening med det - ellers gør de kun det ”der er nødvendigt”. 
  
Harel-Sowder fremhæver ”de Villes” 6 niveauer af beviset rolle og dets funktioner. Disse kan 
kategoriseres inden for bevisskemaerne: 
1. Verifikation: Bevisets rolle som demonstrerer sandhed af forudsagte regler og logikker. 
Interessant hvad men ikke hvorfor. Et aksiomatisk bevisskema 
2. Forklaring: vil som før vide at det er sandt, men også hvorfor. Årsags bevisskema 
3. Undersøgelse: finder nye sammenhænge og præciserer/forfiner dem bl.a. vha. modeksempler. 
Aksiomatisk bevisskema) 
4. Systematisering, hvor resultaterne sættes i systemer og ind i den allerede accepterede 
kontekst. Aksiomatisk bevisskema. 
5. Kommunikation, mening, vigtighed og validering af mat viden skal formidles vha. overtalelse og 
endvidere accept fra andre. Hører til definitionen fastslå/overbevise. 
6. Intellektuel udfordringer - men de hører ikke under bevisskemaerne. 
7. Et studie af elever i mange lande og på mange niveauer samt deres lærere viser, at elever 
almindeligvis vil forsøge at lave empiriske beviser. De ved godt at de deduktive er de bedste, 
men de kan end ikke finde ud af at gå i gang med dem. Mange elever mener desuden kun at 
beviser er til for at vise noget man vidste i forvejen - og de forstår slet ikke styrken ved 
modbeviser. 
Som lærer er man nødt til at vide hvad der motiverer og overbeviser de enkelte elever Desværre er der 
mange lærere der ikke selv mestrer beviser, hvilket komplicerer læringen en del. Desuden mener 
mange lærere slet ikke at beviser er noget som alle skal kunne. 
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Appendiks J:  
Healy/Hoyles (2000), “A study of Proof Conceptions in Algebra” 
 
I artiklen beskrives en undersøgelse omkring 14-15 -åriges opfattelse af et matematisk bevis. 
Undersøgelsen undersøger dels elevernes opfattelse af hvad et bevis består af, hvad dets rolle er og 
omkring elevers forståelse af generelisering og dels af elevernes egne evner til at konstruere 
beviselementer. Undersøgelsen foregik dels ved spørgeskemaer (hvor elever for eksempel blev bedt 
om at vælge et svar der læres ville synes bedst om og et svar de selv ville give - er ganske sjove) og 
interviews. 
Eksempel (Vurdering af bevisers værdi): elever skal vurdere hvilket udsagn de selv ville bruge og hvilket 
deres lærer ville synes var det bedste til at bevise: Summen af to lige tal er altid lige. De får en række 
muligheder, to af disse er: 
D: Lige numre ender på 0,2,4,6,8,. Når du lægger to af disse sammen får du enten 0,2,4,6,8.   
og 
E: Lad x = ethvert helt tal og y = ethvert helt tal. 
x+y=z 
z-x=y 
z-y=x 
z+z-(x+y)=x+y = 2z 
29 % mener at de selv ville vælge D, mens det kun er 7%, der mener, at den bedste karakter ville gives 
for D. Tilsvarende mener 42% at bedste karakter ville gives for E, mens kun 2% ville bruge dette 
argument hvis de selv skulle argumentere. Det viser sig at være en generel tendens, at der er 
signifikant forskel på den måde elever selv ville vælge at argumentere for en påstand og den måde, de 
mener, vil få den bedste bedømmelse (i matematik). Eleverne var her tilbøjelige til at mene, at 
argumenter indeholdende algebra ville blive bedømt højest af deres lærer. 
Det viste sig også at elever var markant bedre til at vælge korrekte beviser end til at konstruere dem. 
For at se hvordan eleverne forsøgte at konstruere, delte forfatterne elevernes forsøg op i narrative 
elementer, empiriske elementer og formelle (algebraiske) elementer. Her viste det sig at eleverne var 
mest tilbøjelige til at bruge empiriske, derefter narrative og til sidst algebraiske. De narrative forsøg var 
også mere korrekte end de algebraiske. 
Empiriske argumenter: Selvom eleverne selv var tilbøjelige til at bruge empiriske argumenter når de 
skulle konstruere beviser, var det kun få, der mente at de empiriske argumenter var de bedste, når de 
skulle vælge mellem flere mulige beviser for en påstand. Elever var i øvrigt mere tilbøjelige til at vælge 
et empirisk bevis, hvis de vidste at påstanden var sand. 
Formelle algebraiske argumenter: Elever er tilbøjelige til at mene, at en lærer vil give højere karakterer 
hvis der er algebra - og også gerne svær algebra - involveret i et bevis. 
Narrative argumenter: Denne type argumenter blev valgt af en stor andel af elever som tættest på den 
måde, de selv ville argumentere på. 
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Bevisers generelisrings-værdi: 62% af eleverne kunne i opgaverne svare på måder, der tydede på at de 
forstod, at når noget var bevist gjaldt det generelt. Flere lod til at forstå det når de blev spurgt efter 
interviewet. Interviewene viste desuden fire centrale aspekter ved elevers syn på bevisers rolle: bevis, 
forklaring, eksempel, ritual. 
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Appendiks K:  
Hoyles/Kuchemann (2002), “Students’ understanding of Logical implication” 
 
Artiklen omhandler en stor undersøgelse af 13-14 årige engelske skolebørns evner til at lave logiske 
slutninger.  
Introduktionen indeholder en afgrænsning og udredning af hvad undersøgelsen retter sig mod og den 
didaktiske baggrund for sådanne undersøgelser opridses,  f.eks. Healy og Hoyles undersøgelse af 
elevers opfattelser af beviser og evner til at se det generaliserbare af udsagn.  
Baggrunden opridses både teoretisk og didaktisk hvor det nævnes at artiklens undersøgelser ikke vil 
arbejde som Inhelder og Piagets banebrydende arbejde om børns forståelse af logik med den mere 
formelle logik, men hvad der bliver beskrevet som unformel deduktion.  Artiklen arbejder altså ikke 
med p⇒ q, men med ”hvis p så q”.   
Det beskrives hvordan fokus for undervisningen i England har skiftet fokus så der er mindre geometri 
og derfor væsentlig reduktion i bevisomfanget. Dette har gjort at engelske skoleelevers evner indenfor 
logisk deduktion forventes at have ændret sig. 
I metodeafsnittet angives følgende 3 undersøgelsesspørgsmål: 
1) Hvordan afgør elever, som ikke er blevet undervist i logik, hvordan udsagn er sande eller ej og 
ændres tilgange med tiden? 
2) Er eleverne opmærksomme på den generelle anvendelse og logiske nødvendighed af at forstå 
en implikation a ⇒ b hvor både a og b er sande betyder? 
3) Hvad tænker elever om en implikation og dens omvendte og ændres denne opfattelse med 
tiden? 
Undersøgelsen omfatter et specialdesignet sæt spørgsmål som 2663 13-årige besvarede og en 
opfølgende undersøgelse som samme gruppe fik et år efter. Spørgsmålsarkene indholdt hhv. 9 og 10 
spørgsmål og det er et af disse spørgsmåls besvarelse som denne artikel har som empirisk baggrund. 
Spørgsmålet er vores professortest spg. 20 med en udvidelse, og den del som vores elever også blev 
udsat for besvares i artiklens sample rigtigt i 13 % af besvarelserne. 15% af de forkerte besvarelser blev 
dog ændret til rigtigt - sandsynligvis efter de efterfølgende spørgsmål var gennemarbejdet. 
Eleverne blev også spurgt følgende: i det tilfælde vi ved at den ene af udtalelserne er sand - produkt 
ulige ⇒ sum lige hvad de så kan sige om to tal der giver produkt 1271. 
De to sidste spørgsmål er at eleverne skal forklare om de mener de to udtalelser er sande. 
Herefter følger en grundig gennemgang af elevernes resultater, og også den opsamlende 
spørgsmålsrunde året efter bliver inddraget i analysen. Særdeles bemærkelsesværdigt er at selv efter 2 
gange samme spørgsmål og opklarende spørgsmål om sandheden af begge udsagn holder 60% fast i at 
sætningerne indeholder det samme! 
Artiklen arbejder sig nu igennem en grundig analyse af hvorfor det kan ende så galt. F.eks. opdeles 
elevsvarene i 3 forskellige løsningsstrategier - empirisk, fokuseret empirisk og fokuseret deduktiv 
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strategi. Forskellen mellem de to første er om de empiriske eksempler eleverne danner rent faktisk 
passer til udtalelserne - er summen lige/produktet ulige? Og sidste strategi arbejder eleven med at 
karakteriserer hvilke tal det gælder at er summen lige/produktet ulige og så arbejde videre derfra. 
Undersøgelsesspørgsmål 2 blev besvaret noget mere positivt - (hvor eleverne blev bedt om at antage 
at fred talte sand og så konkludere noget udfra et ulige produkt). Dette kunne eleverne i langt hørere 
grad. 
I analysen af det tredje undersøgelsesspørgsmål - om man kan vende implikationspilen - arbejder 
forfatterne med argumentationsmodeller (Toulmin) for at forklare elevforståelserne og opdeler 
svarene i 4 kategorier: 
a) Logisk implikationen og dens omvendte er identisk - i udgangspunktet, altså uden at se på data. 
b) Logisk implikationen og dens omvendte er identisk - set vha. data.  
c) Logisk implikation og dens omvendte er ikke identiske - set vha. data 
d) Logisk implikation og dens omvendte er bare ikke identiske! 
Artiklen konkluderer at det er særdeles svært at konkludere at eleverne rykke sig i deres deduktive 
tankegang over dette tidsspand, men der hvor der er størst skift er ved undersøgelsesspørgsmål 2.  
Forfatterne konkluderer også at mange elever åbenbart arbejder med at noget godt kan være sandt 
nogen gange. Eleverne har også en tendens til helst at ville finde ”korrekte” eksempler - altså nogen 
som bekræfter dem i at svare ja.  
Til sidst bliver det forsigtigt foreslået at man måske skulle prøve at designe undervisningsforløb der 
støtter eleverne i at opbygge og anvende logik. 
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Appendiks L:  
Knipping (2008), “A method for revealing structures of argumentation in classroom proving 
processes. 
Artiklen beskriver en metode til hvordan man bedre kan få eleverne til at forstå beviserne i 
undervisningen. Metoden består af tre led, rekonstruktion af samtalen med eleverne, analysering af 
argumentationen og sammenligning af argumenterne. 
Undervisning i beviser viser sig almindeligvis at være svært. Hvordan man bedst underviser i beviser 
afhænger selvsagt af pædagogiske og praktiske forhold, og det er ikke kun interessant/relevant at 
undervise i selve påstanden der skal bevises, men også i selve processen.   
Når der undervises i beviser sker det almindeligvis ved at trin skrives op på tavlen eller lignende. 
Eleverne får fornemmelsen af at det er beviset, men misser forståelsen af at det i høj grad er alt det 
der bliver sagt imellem trinnene der er relevant. 
Når man skal undersøge argumenterne i beviserne er det ikke nok at se på logisk analyse. Undervisning 
i beviser følger ikke nødvendigvis ”den matematiske formalisme” da læreren må tage hensyn til 
pædagogik og praktiske forhold i klassen samtidig 
med at eleverne i deres udvikling af 
bevisforståelse ikke nødvendigvis tænker logisk. 
Knipping fremhæver ”Toulmins model” som ikke 
er fra matematikken, men som kan bruges når 
man skal se på og analysere argumenter i 
beviserne (se figur 2). Modellen findes i en 
”simpel” og en udvidet model. Knipping benytter 
den ”simple”, Toulmin nævner først at data kan 
supplere beviserne - man skal have et belæg for 
sin påstand. Dernæst har man brug for ”hjemmel 
og rygdækning” før end at man kan drage en konklusion. Med hjemmel menes ”ting man ved fra 
tidligere” og denne ”hjemmel” kan kræve rygdækning (at man ved hvorfor denne påstand gælder i 
denne situation”). 
Disse 
argumentationsstep kalder Knipping for lokale, i modsætning til globale argumenter der omhandler 
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den overordnede påstand og kan bestå af en række argumenter. De lokale argumenter (hjemmelen) er 
ofte implicitte og for at fuldende beviserne kræves 
derfor at eleven forklarer. 
I artiklen giver Knipping et eksempel på hvordan 
Toulmins model kan bruges til at analysere et bevis 
for Pythagoras sætning. 
Knipping illustrerer processen til globale 
argumentrækker med symboler (se figur 9). De hvide 
firkanter er påstande der før er bevist og den sorte 
firkant er det der skal bevises. Undervejs påstande er 
cirkler, mens diamanterne refererer til ”hjæmmel og 
rygdækning” - forklaringer undervejs. 
Kni
ppi
ng 
diff
ere
nti
ere
r imellem to typer af overordnede globale 
strukturer når der gennemføres beviser. 
Målrettet struktur (source-structur, se figur 11) 
hvor det ofte viser sig at det i undervisningen er 
forståelsen af de underliggende ideer der 
fokuseres på. 
Reservoir struktur (se figur 12), som foregår 
mere bredt og nogen gange bevægelse baglens, og hvor der ofte i undervisningen lægges vægt på 
logikken. 
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Appendiks M:  
Leron (1985), “A direct Approach to indirect Proofs”. 
Ud fra overvejelser om at det særligt problematiske ved modstridsbeviser, er at den studerende 
tvinges til at konstruere et matematisk objekt i en ”falsk” verden, forsøger Leron at låse 
modstridsbeviser op for sine studerende, ved først at lade dem arbejde med bevisets konstruktionsdel. 
Han eksemplificerer med beviset for at, der er uendeligt mange primtal: 
1. Antag det modsatte (at der er et endeligt antal primtal) og lad det største primtal være pn 
2. Dan derefter et nyt tal M ved multiplikation af: p1*p2*…*pn+1. Dette tal må som alle naturlige 
tal N have en primfaktor p. 
3. p må være forskellig fra p1-pn, da disse ikke deler M. (rest 1) 
4. Dermed fås endnu et primtal og modstrid med antagelsen om at antallet af primtal er endeligt. 
Leron nævner især to elementer, han antager, kan være vanskeligt ved at arbejde med modstridsbevis. 
Dels mener han, at det er en del af vores forståelse af matematik, at vi konstruerer viden, at vi netop 
tilegner os viden og vi beviser denne viden gennem konstruktioner. Dels mener han, at det kan være 
svært at arbejde med noget man har antaget, men som man ved er forkert. Hvilken betydning får det 
for eksempel for det objekt man har dannet? I dette tilfælde M, er det også falskt? Dels at man 
afslutter beviset med en dekonstruktion af det man har konstrueret, i stedet for som i meget andet 
matematik netop at beholde det konstruerede, da det er konstruktionen der er målet. 
Da det ifølge Leron ofte er forholdsvist let i modstridsbeviser at udskille konstruktionen fra selve 
modstriden, argumenterer han for, at man som pædagogisk redskab kan lade eleverne først arbejde 
med konstruktion, som han mener, er intuitivt lettere. I tilfældet ovenfor er konstruktionen af M for 
eksempel ikke problematisk. Det lader sig gøre at konstruere M og nå frem til konklusionerne i (3) uden 
først at have antaget, at der kun findes et endeligt antal primtal, altså uden at arbejde i en ”falsk” 
verden. 
Leron beskriver, at når han selv har arbejdet på denne måde, altså ladet sine studerende arbejde med 
konstruktionsdelen først, har han oplevet, at de studerende derefter ikke har haft problemer med at 
bevæge sig ind i modstriden og lave en dekonstruktion. 
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Appendiks N:  
Niss (2005), “Modelling and Proving as Forms of Justification” 
Beviser og modeller præsenteres ofte som modsætninger i matematikken, men de har en del til fælles, 
og det bør man gøre opmærksom på i undervisningen. Man kan sige at modeller benyttes til at drage 
konklusioner uden for mens beviser konkluderer i matematikken.  
Modellering: Når man i dag arbejder med modellering skyldes det dels, at det menes at være meget 
nyttigt til at styrke elevernes matematiklæring og matematiske kompetencer og dels værdien i 
modelleringen i sig selv - indenfor men også uden for matematikken. Modellering kan anskues som en 
metode til at bekræfte regler, beslutninger og aktiviteter - at konkludere. 
Formålet med modellering kan være at beskrive en sammenhæng (en måde at forudsige eller forklare 
den beskrevne sammenhæng), men også en måde at forudsige en sammenhæng på (formål at beslutte 
hvordan noget skal gøres, designe størrelser eller at træffe nogle valg). Det er vigtigt at man i 
undervisningen præciserer hvad formålet er med modellen, så eleverne kan se at der kan være 
forskellige formål).. 
Man kan mene, at det ultimative mål med modeller er, at kunne beskrive eller forudsige 
sammenhænge i en eksternt matematisk univers. Målet med matematiske modeller er ofte at vise 
sammenhænge fra den virkelige verden. Viser sig dog, at alle konklusioner der drages oftest hviler på 
startbetingelserne, således at de samme modeller kan bruges til at vise mange forskellige ting (alt efter 
hvad man ønsker de viser). Når der undervises i modeller vises ofte at de viser noget bestemt, og 
lærerne glemmer at fortælle at modeller kan vise noget forskelligt alt efter hvad man vil vise, samt at 
redegøre for hvornår de virker. Man bruger modellerne til at drage ønskede konklusioner. 
Beviser: Bevisets rolle bliver mindre og mindre i undervisningen, og man ser ofte at når eleverne “har 
lært” et bevis, så er det fordi de kan det udenad, eller fordi de har lært en kæde af argumenter. Det er 
sjældent egne påstande der bevises. De lærer altså at argumentere for andres påstande, men ikke 
egne påstande.  
Beviser og bevisførelse er for at afgøre sandhed. Man kan sige at det på samme måde som for 
modeller kan være for at beskrive en sammenhæng eller forudsige en sammenhæng.  
På samme måde som ved modellerne kan beviser bruges til at drage konklusioner - det er dog i 
matematikken og ikke udenfor.  
Didaktiske konsekvenser: Man bør fokusere på at gøre eleverne opmærksom på at modeller drager 
ønskede konklusioner uden for matematikken, og at man skal huske at redegøre for hvornår 
modellerne virker. Når man underviser i beviser skal man fokusere på at beviser er en måde at 
konkludere på matematiske påstande. Beviser og modeller konkludere altså hhv. udenfor og indenfor 
matematikken.   
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Appendiks O:  
Schoenfeld (1992) “Learning to think mathematicaly: problem solving, metakognition and 
sencemaking in mathematics” 
Matematik Problemløsning, metakognition og meningsfuld matematik (Schonefeld - referat) 
Hvad er det at tænke matematisk, og hvad giver mening i matematik. Hvordan skal man overhovedet 
lære/lære andre at forstå matematik. Det er nogen af de spørgsmål som man skulle få belyst ved at 
læse artiklen ”Learning to think mathematically: problemsolving, metacognition, and sencemaking in 
mathematics”. 
  
DEL I: mod en forståelse af ”matematisk tankegang” 
For at opnå matematisk forståelse (herunder problemløsning, mønstergenkendelse og hvad det er at 
lave matematik) kræves gode mål for undervisning og hvilke pædagogiske tiltag der skal bruges. 
Fundamentalt for at forstå matematisk kognition kræves det, at man har kerneviden, strategier for 
problemløsning, ressourcer, perspektiv og praktisk engagement. For at formidle matematik kræves 
dernæst hensyn til elevernes ”beliefs og affects (påvirkning)”. 
  
I 80’erne var problemløsning og metakognition de helt store centrale begreber, men igennem den 
senere forskning er man de senere år blevet meget klogere på hvad matematik og matematisk 
tænkning faktisk er. 
  
Problemløsning (s10-) 
Status for ”Problemløsning” jf. [Stanic and Kilpatrick 1989] - som en helhed (retfærdiggørelse af 
matematik, åbne for løsning af problemer i andre regi, fordi det er sjovt og kan bruges til afslapning, 
fordi det er en teknik), som ”kompetence” (styret af hvad man skal lave ifølge sit pensum) eller som 
kunst (som kernen i matematik). 
  
Status for problemløsning jf. [Halmos, 1980]. Godt nok er axiomer, teoremer, definitioner, teorier, 
formler og metoder alle essentielle begreber, men ingen af dem er hovedpointen med matematik, da 
det er problemer og løsninger. Her menes ikke små dagligdags problemstillinger, men også større. 
  
Status for problemløsning jf [Polya]: Gætværk en normal procedure forud for at bevise sammenhænge 
i matematik - man skal gætte en sammenhæng eller få en god idé. Elever skal derfor trænes i at gætte 
forud for at løse opgaver. Gæt kan starte som vildskud - men modificeres. Han mener at det matematik 
er det er hvad man i matematik gør. 
  
Kultur og kognition (s 18/341) 
Matematisk læring er en social/kulturel og konstrueret aktivitet. Viden kan ikke blot absorberes, men 
skal konstrueres. Man skal derfor ikke instruere eleverne i matematik, men ved sociale dialoger få dem 
til at forstå meningen med matematik (strategier, viden, evner). 
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Læring er delvist kulturelt bestemt, og forståelsen bygger på personers praktiske viden. 
Erkendelse, væremåde og pædagogik (s 22/345) 
Hvordan der undervises i matematik, er hvordan eleverne lærer det. Historisk set er al vestlig 
undervisning meget instruktionsbasseret.  At vide noget er hurtigt at kunne svare - at kunne matematik 
er at huske og kunne følge lærerens anvisninger. 
Elevers beliefs om matematik (fra 1983, national assesment): 
● at lære matematik er at lære udenad 
● at arbejde matematisk kræver en masse øvelse 
● der er altid en regel som kan benyttes til at løse et matematisk problem 
Viden er summen af alt vi ved, dvs. matematisk viden er mængden af matematiske facts og procedurer 
som vi kan benytte. At lære matematik er at mestre de lærte facts og procedurer. 
  
Matematisk virksomhed (s 27/343): 
”Nyt”- matematik er at finde mønstre - ikke bare i geometri men i målinger, data, observationer i 
science men også i naturen i mennesker og i sociale systemer. Observationer - test og estimering. 
Byggesten er tal, former, algoritmer og forandringer. Bygger på logik - men mål er at beskrive 
virkeligheden. 
Nyt at man tænker mere på proces, det er metoderne der ”gør noget matematisk”. Både ved ren 
matematik og anvendt matematik er metoderne abstraktion, symboler og symbolmanipulation. 
Mål med matematikundervisning (jf Source book); 
● give dem ide om hvad man kan bruge det til, historien og hvordan man gør. 
● At lære eleverne at tænke selv og ikke bruge mekaniske skills. 
● At de ser muligheden i at undersøge problemer at forskellig størrelse. 
● Give dem forståelse af hvordan man analyserer, strukturerer sammenhænge, og ser hvordan 
ting hænger sammen. 
● Give eleverne forståelse af præcision 
● Læse matematiske tekster 
● Matematisk power, modellering, abstraktion, optimering, logisk analyse, data og symboler 
For at opnå disse mål, skal det være det der praktiseres i klasseværelset! 
Fokus i del i: Hvad folk forstår ved ”at lave matematik” 
 
DEL II: Rammer for udforskning af matematisk kognition (s 34 - 81) 
Historisk - tilbage fra Plato, ”en god matematiker er god til at tænke, og en god tænker er god til 
matematik”, men først i 1900 begyndte man at undersøge hvordan man lærer. 
Metakognition a la [Flavell 1976], er ens viden om en egne kognitive processer og alt der er relateret til 
disse. 
Undergrupper af denne Flavel definition: 
● Individets deklarerede viden om kognitive processer 
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● Selv-regulerende procedure og beslutninger 
● Beliefs og affects (påvirkninger) 
Forfattere mener der er 5 punkter der er vigtig for læring; baggrundsviden, problemløsningsstrategier, 
overvågning og kontrol, beliefs og affects, og øvelse: 
1. Baggrundsviden (s 43/348) 
2. For at vide hvordan man løser problemer - hvilken viden man har og hvordan man får fat i den. 
3. Forskellig grad af tro på og viden om facts og metoder til problemløsning (ved intet, ved at det 
eksisterer, kan usikkert dele af det nødvendige, fortrolig med og kan), tabel 15-1 s 350. 
4.  
Figur 15-2 side 47/351 
  
Problem: observationer og viden fra omgivelserne 
Buffer/korttids hukommelse (ikonisk hukommelse - billeder): Kan holde en del information - men kun 
kort tid. Det menes, at der kun kan være 7 ting her ad gangen. 
Working: Det er her problemerne bliver løst, med info fra kort og langtidshukommelsen. 
Langtids hukommelse: De informationer som er blevet bearbejdet over tid (alt efter informationernes 
karakter) kan arkiveres i denne hukommelse. 
Megen viden i langtidshukommelsen for at være god til matematik, men også nødvendigt med gode 
strategier, da ikke alle problemer kan genkendes og løses ”den vej”. Genkende problemer og vide hvad 
man skal gøre kan være nok - men bedre at kunne tænke sig frem til strategier. 
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Problemløsningsstrategier (s 51) 
Delte meninger om hvorvidt det at lære eleverne ”hvordan man lærer” faktisk hjælper dem. 
For at forstå en ukendt problem, er det bedst at støde på ”specialtilfælde”/eksempler af problemet 
først. 
Eksempler på forskellige strategier: prøve med indsættelse af tal og se om man kan finde et mønster, 
faktorisering (ved polynomier), prøv med tal som 0 og 1. 
Skal i undervisningen også udsættes for problemstillinger som de selv skal arbejde med og løse uden at 
læreren først har fortalt hvordan. Aktiv lærer som konsulent giver god aktivitet og genererer skills. 
Udfordringer for læreren når elever arbejder selv: elever skal mødes ”hvor de er” og derfor have 
forskellige problemer, skal beslutte hvornår han skal intervenere, skal være parat til at risikere at blive 
stillet spørgsmål han ikke kan svare på. 
  
Overvågning og kontrol (s 57) 
”Selvregulering” når man laver matematik. Planlægning når man skal løse opgaver - bliver lettere med 
erfaring/alder. Planlægning, og korrektion af planer vigtig i problemløsning - læsning, skrivning og 
matematik hører sammen. 
Det er ikke bare ”hvad” du ved, men ”hvordan”, ”hvornår” og ”om” du skal bruge det. 
Schoenfeld aktivitetsskema viser arbejdsgange, her tre eksempler (s356/357): 
1.            
 
Situation 15-3 mest set når elever stilles overfor helt nye problemstillinger som de slet ikke har set før, 
og de derfor ikke har nogen planer for hvordan de skal løse problemerne. 
Situation 15-4 en typisk ekspert/uddannet matematikers løsningsstrategi (trekanter refererer til 
kommentarer). 
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Situation 15-5 elever med træning i coaching fra lærer, der ofte spørger ”hvad”, ”hvorfor” og 
”hvordan”. 
Forslag til at lære elever disse 
problemløsningskompetencer fra 
[Lester,Garofali og Kroll 1989]: 
 
Få elever til at læse og diskutere 
løsningsmetoder inden de går i 
gang, observer og rådgiv dem i 
processen, gør dem opmærksom 
på de forskellige strategier! 
Opsummering: Svært at lære 
eleverne at selvregulere i 
problemløsning, metode: aktiv 
lærer som konsulent for at opnå 
skills. 
 
Beliefs og affects (s 67) 
Ser på elevers beliefs, læreres 
beliefs og generelle sociale beliefs 
om matematik. 
Elevers forståelse af matematik. 
Typiske beliefs: 
● enten kan man ellers ikke 
● kun et rigtigt svar 
● almindelige elever kan ikke 
forstå matematik 
● matematik er noget man gør alene 
● når man først har forstået den kan man løse alle problemer 
● matematik i skolen har intet med virkeligheden at gøre 
● formelle beviser er irrelevante i opdagelser) 
Læreres beliefs. 
Nogle undervisere vælger emner efter motivation i stedet for præcision 
Yngre lærere ikke så frie i valg 
● Skab god og åben informativ stemning i klassen 
● Gæt og tanker skal der være plads til 
● Plads til intuition og øvelser der giver mening 
Generelle sociale beliefs 
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Socialt og kulturelt forskel på forældre, læreres og elevers beliefs, specielt mht.: Hvad de kan lære, 
hvad de bør lære, hvordan de skal lære det. Japan kontra USA!. 
Opsummerende: Om man er klog eller ej, ambitiøs eller ej så er det beliefs der former matematisk 
opførsel. Det stammer fra ens erfaringer og den kultur man er i (Japan USA) 
1. Øvelse/hvordan gør man - har udvalgt to eksempler (s 74) 
2. Eksempel Lampert skaber diskussion i klassen, siger ikke hvad der er rigtigt eller forkert. 
3. Fawcett’s omformer problem for at skabe diskussion: 
4. Oprindelig problem: bevis at diagonalerne i et parallelogram gennemskærer hinanden, men at vinklerne 
ikke nødvendigvis er rette. Bevis at diagonalerne i en rompe er vinkelrette. 
5. Omformet opgave: 
 
Se på parallelogram ABCD med diagonaler AC og BD. Opstil alle de påstande som du mener gælder om figuren. 
Argumenter for dine påstande. 
1. Hvis nu AB = BC - så har vi en rombe. Opstil igen påstande, og argumenter for dem. 
2. Argumenter blev dernæst diskuteret i klassen, men klassen som jury. 
3. I stedet for at sige ”bevis at” siges ”hvad tror du og hvorfor”. 
DEL 3: ISSUES / perspektivering 
Artiklen har forsøgt at beskrive matematisk tænkning, alternativ viden om viden, og problemløsningsstrategier, 
ved at se på metakognition, beliefs og matematisk praksis. 
Hvis man vil finde ud af hvordan folk lærer matematik, skal man studere kulturen i klasserummet, hvad der og 
hvordan der bliver undervist. 
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Hvordan understøttes elevernes 
afmatematisering? 
  
  
  
y = 5,5x+110 
  
 
 
”Når man er 5 år gammel er man 110 cm høj og man 
vokser herefter 5,5 cm hvert år.” 
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Kapitel 1: Indledning og motivation                                                                                               
“Hvad skal jeg bruge det til?” Et spørgsmål man næsten er garanteret i matematik, når eleverne 
støder på de første kognitive udfordringer, men hvad skal vi som lærere svare? At give dem “det skal 
du bruge til eksamen” virker særdeles fristende, og vel også relevant, for bør en lærer ikke forberede 
eleverne bedst muligt til eksamen? Men er det nok? Som matematiklærere skal vi klæde eleverne på 
matematisk til de udfordringer deres videre liv inklusiv eksamen giver dem, men her oplever vi tit, at 
der er et dilemma. Eleverne, specielt på B-niveau, kan trænes i at løse eksamensopgaver på måder, 
der i meget ringe grad øger deres matematikforståelse. Dette blev for nyligt afdækket af 
matematikudredningen [Jessen et al, 2015], hvor en ud af tre hovedkonklusioner lyder: 
“Form og indhold i skriftlig eksamen leder i for høj grad til skabelontræning og overdreven betoning af 
matematikværktøjsprogramstøttet teknisk arbejde i undervisningen” 
Vi har altså en eksamensform hvor mange af eleverne kan komme fint igennem, hvis vi træner dem 
aktivt i at bruge CAS og ud over det arbejder med faste skabeloner for hvordan man løser 
eksamensopgaver uden det store fokus på om eleverne så rent faktisk har forstået det de laver. Vi får 
skabt problemer som “blackboksing” [Jankvist og Misfeldt, 2015] hvor elever løser opgaver uden at 
vide eller forstå hvad de løser, de ved blot, hvad de skal skrive i CAS. Også fra matematikdidaktere 
der som udgangspunkt hat ment at CAS var det nye værktøj til indsigt, er der fremkommet bekymring 
om hvorvidt elevernes arbejde med værktøjet egentlig fører til matematikforståelse. [Weigand, 2014] 
Svaret fra matematikudredningen på hvordan man imødegår dette problem er at eleverne bl.a. skal 
arbejde mere problemorienteret til eksamen. Arbejde med åbne spørgsmål hvor de skal bruge en 
lang række matematikkompetencer undervejs i eksamen. Men hvordan får vi i praksis eleverne klædt 
på til at arbejde problemorienteret, når vi samtidig skal have flere og flere igennem matematik på B-
niveau? At B-niveau eleverne generelt har det vanskeligt er en anden af matematikudredningens 
hovedpunkter. Her kommer emnet for dette semesterprojekt i spil, da elevernes opnåelse af såkaldt 
matematisk modelleringskompetence i høj grad vil kunne styrke eleverne i at arbejde problem-
orienteret. Selv de svageste elever har en bedre chance for at forstå de faglige pointer da en model-
tilgang i gentagende studier har vist sig særlig effektiv til netop elever der i det traditionelle system 
falder igennem, da den konstruktivt går ind og støtter elevernes abstraktionsniveau. [Lesh et al, 
2003] 
Selve kompetenceformuleringen kom først på systematisk vis med i KOM-rapporten fra 2002. 
Rapporten beskæftigede sig blandt andet indgående med det problem, at vi i den danske 
gymnasieskole har store vanskeligheder med at få eleverne til at få acceptabelt fagligt udbytte af 
undervisningen. Matematisk modellering har spillet en stor rolle på alle tre matematik-niveauer på 
STX også før KOM-rapporten, men fokus i læreplanerne i nuværende gymnasieordning er endnu 
mere matematisk model-rettet end tidligere styringsdokumenter. Det opfattes ikke kun som noget 
der skal undervises i, men også som en arbejdsmetode idet man skal arbejde problemorienteret. 
Matematisk modellering står derfor allerede nu helt centralt i ordlyden i vores styringsdokumenter, 
selvom elevernes kompetence herud i ikke i særlig høj grad testes til eksamen [Jensen, 2011]. 
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Så hvad er matematisk modellering? Man beskriver almindeligvis modelleringen som indeholdende 
flere faser i en såkaldt modelleringscyklus og for at man kan forstå vores problemformulering 
nedenfor, vil vi her kort beskrive, hvad vi forstår ved en sådan cyklus. Med en matematisk 
modelleringscyklus forstår vi følgende: En problemstilling findes/haves i “den virkelige verden”, og 
denne problemstilling skæres til, reduceres og simplificeres i tilstrækkelig grad, så de centrale 
elementer i problemet findes. Denne fase kaldes præmatematisering. Problemet skal herefter 
oversættes fra virkeligt sprog til matematisk sprog, hvorfor der skal vælges et passende matematisk 
værktøj så problemet kan konverteres til at være et matematisk problem. Denne fase kaldes 
matematiseringen. Det matematiske problem skal nu løses med de virkemidler vi har til rådighed 
inden for matematikken, en fase vi kan kalde for den matematiske analyse. Dernæst skal de 
matematiske svar konverteres tilbage til almindeligt sprog via en afmatematisering. Nu haves første 
bud på svaret på det oprindelige problem. Vi validerer nu resultatet af vores modellering så vi kan 
vurdere om cyklen skal gentages. Undervejs kan det ske at processen må stoppes da et af trinene er 
blevet for vanskelig til at man kan arbejde videre.  
Teoretisk set er det selve matematiseringsfasen der volder de største problemer [Galbraith og 
Stilmann, 2005]. Dette oplever vi også når vi arbejder med de større modelleringsprojekter, men 
mere overraskende oplever vi på specielt B-niveau at elever har særdeles vanskeligt ved at 
afmatematisere. De får ikke afsluttet deres cyklus - de træder tit ikke ud af den analyserende del i det 
matematiske univers, når de har fået et svar men bliver i matematikken i et monofunktionelt register 
[Duval, 2006]. Dette er et problem da afmatematiseringsøvelser er det fra modelleringscyklen der er 
rigest repræsenteret ved vores skriftlige eksamen på B-niveau og derfor et godt sted at starte. Hvad 
disse vanskeligheder kan skyldes og hvordan vi hjælper vores elever til at blive bedre til denne 
afmatematisering, har vi derfor valgt skulle være emnet for vores semesterprojekt.  
1.1 Problemformulering 
Vi har arbejdet på baggrund af følgende problemformulering:  
 
Hvordan understøttes elevernes afmatematisering? 
 
Problemformuleringen udfoldes i undersøgelse af følgende problemstillinger:  
 
● Hvilke vanskeligheder observeres hos elever i forbindelse med afmatematisering og hvad er 
baggrunden for disse vanskeligheder? 
● Hvordan kan fokusering på og italesættelse af matematisering og afmatematisering samt brug 
af blackboksing støtte elever i at opnå bedre beherskelse af selve afmatematiseringsfasen? 
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Kapitel 2: Modellering og modelleringskompetencer 
Før vi går i gang med detektion og diagnose af vores elevers mulige modelleringsvanskeligheder, vil vi 
give en teoretisk gennemgang af modelleringsprocessen. I denne gennemgang har vi valgt at 
fokusere på selve modelleringscyklen, på de kompetencer der kræves for at kunne modellere, på 
typiske modelleringsvanskeligheder vi har fundet beskrevet i den matematikdidaktiske litteratur samt 
på mulige vanskeligheder ved at teste modelleringskompetence. 
 
2.1 Modelleringscyklen 
Man skelner mellem rent matematiske modeller og modeller der beskriver virkeligheden, 
[Freudenthal 1991]. At modellere virkeligheden i matematik handler om at løse et problem fra 
virkeligheden ved hjælp af matematik og så oversætte den matematiske løsning til virkelighed hvor 
brugbarheden så kan evalueres. Denne proces er, som beskrevet i indledningen, typisk præsenteret 
som en cyklus eller en lang kæde af dele typisk 5-6 af faser. Eksempler på modelleringsprocessen er 
præsenteret af f.eks. [Blomhøj og Jensen, 2003], [Ferri, 2006] og [Galbraith og Stillmann, 2006].  
Fælles for disse modelleringsmodeller er at nogle af faserne ligger uden for matematik og nogle faser 
inden for matematikken. Bevægelsen fra virkeligheden til den matematiske verden kaldes 
almindeligvis for matematiseringen, og bevægelsen fra den matematiske verden tilbage til 
virkeligheden kaldes afmatematiseringen. Ved matematisering og afmatematisering bevæger man sig 
frem og tilbage mellem matematikken og virkeligheden. Dette arbejde kræver derfor både kendskab 
til virkeligheden og det matematiske univers, og kan derfor synes mere komplekst end arbejde der 
foregår enten i det matematiske univers eller i det virkelige univers alene. [Freudenthal, 1991] har 
indført begrebet horisontal og vertikal matematisering, hvor den horisontale netop svarer til arbejdet 
fra virkeligheden ind i matematikken, og det vertikale arbejde ligger i matematikken alene. Den 
klassifikation af horisontalt og vertikalt arbejde hænger selvfølgelig på Freudenthals visuelle billede af 
arbejdet. Billedet horisontalt/vertikalt passer dog godt med de fleste model-illustrationer, hvor man 
netop ser matematisering og afmatematisering som horisontale bevægelser, og arbejdet alene i 
virkeligheden eller matematikken som vertikal. Vi synes derfor, at man med fordel kan udvide 
begrebet fra horisontal matematisering til “horisontale faser”, så det både indeholder 
matematisering og afmatematisering. Dette giver mening, da disse faser netop har det til fælles, at 
man skal mestre begge universer. På samme måde synes vi at vertikal matematisering kan udvides til 
“vertikale faser”, og det således dels dækker den matematiske analyse, dels præmatematisering og 
validering - netop de faser der alene befinder sig i ét af universerne. Vi er klar over at det ikke er en 
gængs måde at benytte Freudenthals begreb på, men vi har som sagt alligevel fundet det nyttigt. 
[Ferri, 2006 s 89] henviser til, at modelleringscykler er en ideel måde at se modellering på, selvom det 
kan være svært at se forskel på de enkelte trin i processen. Det kan desuden være vanskeligt at lave 
en præcis beskrivelse af de enkelte faser, da der kan være forskelle på, hvad forskellige personer 
lægger i dem af problemstillinger. Derfor er det heller ikke så mærkeligt, at der er mange forskellige 
varianter af modelleringscykler, som fokuserer på forskellige dele.  
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Selve problemet der skal modelleres har også stor betydning for, hvilke faser af modelleringscyklen, 
der vil og bør få størst betydning i en modelleringscyklus [Niss, 2010]. I nogle modelleringsopgaver vil 
den virkelige model ligge ligefor, for eksempel er matematiseringsdelen i et spørgsmål om hvor langt 
oppe et kegleformet glas skal fyldes for at volumen er den halve af glassets fulde volumen, et 
forholdsvis ligetil spørgsmål at matematisere, i det glassets form allerede er geometrisk, og 
modelleringen fra den virkelige model til den matematiske er givet. Man kan sige, at strukturen til 
den matematiske model er iboende i problemet. Ved andre problemer er den matematiske model 
mere skjult. Niss nævner som eksempel spørgsmålet om hvorvidt det er sandt, at det ikke er muligt at 
stemme et klaver med absolut præcision. Ved dette spørgsmål er det ikke umiddelbart indlysende at 
svaret skal kunne findes med en matematisk modelleringsproces og modelløren må derfor først 
sætte sig nok ind i klaver og noder for at finde en matematisk struktur til problemet. I dette tilfælde 
kan vi ikke på samme måde tale om ”kurvefitting”, men snarere om at den der vil lave en model først 
må bruge tid på at finde frem til problemets iboende matematiske struktur.  
Den modelleringscykel vi har fundet mest illustrativ for vores elever har været modellen fra en artikel 
af Blum og Leiss og gengivet i [Ferri, 2007], se figur 1. “Snudemodellen”, som eleverne har udnævnt 
den til at hedde, indeholder basalt set de samme trin som Blomhøj og Højgaards model og flere 
andre modeller. Den illustrerer meget tydeligt de horisontale faser fra virkeligheden til matematisk 
universet, altså matematiserings- og afmatematiserings trinene ved pilene 3 og 5 og arbejdet i de 
enkelte universer er overvejende præsenteret vertikalt. Når vi finder modellen er ekstra brugbar for 
os som ønsker at beskrive elevernes kompetencebeherskelse skyldes det også, at man kan inddrage 
elevernes læringsstile og beliefs i de enkelte faser, idet den tilmed fokuserer på den kognitive 
forståelse.  Dette giver modellen en ekstra dimension, når man undersøger problemer i modellering. 
  
Figur 1: ”Snudemodellen” fra [Ferri, 2007]. 
2.1.1 “Snudemodellen”  
“Den virkelige situation” præsenterer den situation som er beskrevet i opgaven. I overgangen til “den 
mentale repræsentation” (1) skal eleverne have en mere eller mindre fin forståelse af problemet, for 
at danne deres egen mentale forståelse af problemet. Denne mentale forståelse afhænger af 
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individets læringsstil, der kan være meget visuel eller analytisk. Når individet er nået til den mentale 
repræsentation har han/hun ide om hvordan han/hun vil løse problemet. Herfra forsimples 
problemet i overgangen til “den reelle model” (2). Denne proces er igen meget individuel, da den 
afhænger af personens mentale repræsentation, og der kan være brug for ekstra matematisk viden. 
Tilsammen er overgangene (1) og (2) det vi kalder præmatematisering.  
Overgangen fra den reelle model til “den matematiske model” (3) er den vi kalder matematiseringen. 
Det er her den matematiske model bygges. Denne overgang afhænger selvfølgelig også meget af 
individets kunnen og den reelle model eleven har valgt.  
Overgangen fra den “matematiske model” til de “matematiske resultater” (4) ligger kun i 
matematikken - det er ikke nødvendigt at se på den virkelighed og det problem som modellen er 
udsprunget af.  
Næste overgang/fase er afmatematiseringen, hvor de “matematiske resultater” fortolkes som de 
tilsvarende “resultater i den virkelige verden” (5).  
De virkelige resultater skal valideres, hvilket sker i overgang (6) tilbage til den mentale 
repræsentation. Og så er cyklen sluttet, og individet kan konkludere, eller starte forfra alt efter 
resultatet af evalueringsfasen. Validering kan både ske intuitivt eller på baggrund af viden. Når vi 
frem over snakker om modelleringscyklen eller dens faser, er det denne “Snudemodel” vi refererer 
til. 
2.2 Modelleringskompetencer 
Hvilke kompetencer kræves der så for at kunne modellere? Blum og Ferri definerer 
modelleringskompetence som “evnen til at kunne konstruere modeller ved at gennemføre faserne 
beskrevet i “Snudemodellen” hensigtsmæssigt og ved at kunne analysere og sammenligne givne 
modeller” [Blum og Ferri, 2009]. [Niss et al, 2007] definerer modelleringskompetence som det at 
kunne identificere relevante spørgsmål, variable, relationer og antagelser i en given virkelig situation, 
at transformere disse ind i matematikken samt at fortolke og dernæst validere løsninger af det 
matematiske problem i den virkelige kontekst.  
I KOM rapporten [Niss et al, 2002] er modelleringskompetencen beskrevet som en af de fire 
kompetencer der ligger i området “At spørge og svare i, med og om matematik”. 
Modelleringskompetencen beskrives som havende basalt set to sider. På den ene side skal man 
kunne anvende modeller og på den anden side skal man selv kunne “modelbygge”. At anvende 
modeller består i at kunne forholde sig til hvad der er modellens grundlag, hvilke egenskaber 
modellen har, hvad modellens rækkevidde er og hvad svarene fra en given model fortæller om 
virkeligheden. At være modelbygger består i at kunne beherske alle delelementer af en 
modelleringscyklus, og herudover at kunne analysere om den opbyggede model er relevant og 
brugbar i forhold til den modellerede virkelighed. Modelbygning består også i at kunne kommunikere 
og samarbejde med andre om at opbygge en god og brugbar matematisk model. 
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Kompetencen udfoldes som de andre kompetencer i dækningsgrad, aktionsradius og teknisk niveau 
hvilket giver mulighed for at definere, hvad der forventes af kompetencebeherskelse f.eks. op 
igennem gymnasieårene og på de forskellige niveauer. 
Rapporten skelner imellem problemløsningskompetencen og modelleringskompetencen ved at 
opdele efter i hvor høj grad det er nødvendigt at bearbejde de virkelighedselementer problemet 
omhandler eller ej. Dette er ikke i særlig høj grad nødvendigt i problemløsningssammenhænge, og 
der er derfor en væsentlig distinktion mellem at arbejde problemorienteret og så egentlig 
modellering.  
En anden forskel mellem de to kompetencer er hvordan man kan karakterisere det arbejde der 
foregår, når man anvender sin kompetence, en forskel der udfoldes i Thomas Højgaard Jensens 
artikel “Communikation: The Essential Difference between Mathematical modeling and Problem 
Solving.” [Højgaard, 2010]. Artiklen beskriver hvordan de to kompetencer har to forskellige “kerner” 
hvilket vi tolker som arbejdsmetoder. Hvor man i problemløsningskompetencen skal kunne håndtere 
følelsen af at være fastlåst skal man i modelleringsøvelsen kunne håndtere følelsen af at opgaven er 
åben.  En sådan forskel i kernen kan vi anvende til f.eks. at beskrive noget af den frustration eleverne 
oplever når de sættes til de mere åbne modelleringsopgaver. Hvor skal man starte og hvad skal man 
gøre. Det er for det meste nemmere for eleverne at “knække nødden”, end at skulle opfinde nødden. 
Denne helt essentielle forskel er ifølge Lesh og Doerrs beskrivelse begrundelsen for at 
modelleringstilgangen er et så effektivt indlæringsværktøj, for stærk som svag [Lesh et al 2003]. De 
sidestiller kort og godt modelleringsprocessen med barnets kognitive udvikling, idet de sammenligner 
elevers gentagende gennemløb af modelleringscyklus med et barns kognitive udvikling gennem den 
Piagetske stadieteori [Piaget, 1971] som vi beskrev udførligt i vores semesterrapport 1 [Knudsen et 
al, 2014]. At arbejde problemorienteret svarer til et enkelt gennemløb af modelleringsprocessen, 
mens gentagende runder i modelleringsprocessen svarer til at eleverne arbejder sig op i de kognitive 
niveauer. Problemet er dog at elevernes opnåelse af den såkaldte relationelle tænkning ikke er 
permanent, da man ser at eleverne for hver case stort set starter forfra abstraktionsmæssigt. 
Eleverne skal støttes til at fastholde evnen til abstrakt tankegang.    
Modelleringskompetencen har som alle de andre kompetencer også et vist overlap med de andre 
kompetencer i KOM-blomsten, hvor vi allerede har nævnt problembehandlingskomptencen. Elever, 
der arbejder med regression på et CAS-værktøj, skal for eksempel besidde en vis grad af 
hjælpemiddelskompetence, de skal nok skifte repræsentationsform, så 
repræsentationskompetencen kommer også i spil, de skal kommunikere i og om deres model og 
selve den matematiske analyse kræver næsten altid en vis kompetencebeherskelse af symbol og 
formalismekompetencen.  
Hvis vi fokuserer på vores delområde nemlig afmatematiseringen kræver denne delkompetence en 
særlig udviklet kommunikationskompetence til at udtrykke sig i forskellige sproglige registre. 
Kommunikationskompetencen kan både omhandle specifikt det sproglige, men også en forståelse af 
det centrale i nødvendigheden af præcision af f.eks. enheder.   
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Hvis vi i stedet dykker ned og prøver at opdele selve modelleringskompetencen i delkompetencer så 
henviser Maass til at der overordnet er fire forskellige kompetencer inden for modellering.[Maass 
2006] De to midterste af kompetencerne svarer til at kunne mestre matematiseringsfasen og 
afmatematiseringsfasen. 
● Man skal kunne forstå problemet og opstille en model af virkeligheden, hvilket kræver at man 
kan lave antagelser, simplificeringer, genkende væsentlige variable, konstruere 
sammenhænge i mellem variable og se forskel på væsentlig og uvæsentlig information. 
● Man skal kunne lave en matematisk model, og derfor kunne matematisere relevante 
størrelser og deres relationer, kunne simplificere og reducere deres antal og kompleksitet og 
kunne udvælge matematisk notation.  
● Man skal kunne afkode de matematiske resultaters betydning i den virkelige verden,  afkode 
svarene i det matematiske univers, generalisere løsninger og fremlægge svarene på en 
passende måde.  
● Man skal kunne validere sin løsning, kritisk tjekke og reflektere over sine løsninger, vide hvor 
der skal korrigeres hvis svar ikke passer til situationen, reflektere over andre muligheder at 
løse problemet på og generelt stille spørgsmål til om modellen overhovedet virker.   
 
For at have modelleringskompetence skal eleverne således kunne anvende og forstå allerede 
opstillede modeller, men også mestre hele modelleringscyklen, for at kunne bygge en model. At 
komme godt igennem en modelleringscyklus - eller at have modelleringskompetence - kræver så en 
række “underkompetencer” og som vi kan se er der stor variation i hvad man skal fra fase til fase, så 
det kan variere meget hvilke udfordringer de enkelte elever har med disse “underkompetencer”. 
 2.3 Særlige udfordringer i afmatematiserings- og matematiseringsfasen. 
Da vi ser på elevers problemer omkring afmatematisering, er det naturligvis typiske vanskeligheder 
ved at arbejde med denne fase, vi vil præsentere her, men da vi ser en tæt forbindelse mellem de 
horisontale faser matematiseringen og afmatematisering har vi valgt at præsentere typiske 
vanskeligheder ved både afmatematiseringsfasen og matematiseringsfasen nedenfor.  
Vi har en hypotese om, at matematisering og afmatematisering er to faser der interagerer med 
hinanden på en måde, der gør, at nogle af de vanskeligheder vores elever kan have med 
afmatematisering i virkeligheden skyldes en manglende kompetence i matematisering, som eleverne 
ikke nødvendigvis lærer, da det ikke er så nødvendigt for at løse eksamensopgaverne og derfor ikke 
trænes så meget. Samtidig ved vi fra anden litteratur [Duval, 2006] at netop dette med at bevæge sig 
frem og tilbage mellem matematisk monofunktionelt sprogligt register og dagligdags multifunktionelt 
sprogligt register kan være særligt vanskelig, det vil sige, at et af de helt centrale fællestræk der 
netop karakteriserer de to faser umiddelbart må anses som vanskeligt.  
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2.3.1 Udfordringer ved matematisering 
Matematiseringsfasen opfattes almindeligvis som den vanskeligste af de to faser. [Galbraith og 
Stillmann, 2006]. Dette skyldes at denne fase er mere åben, da der skal vælges en matematisk model 
blandt flere, [Niss 2010], og der er ikke nødvendigvis nogen fast rutine for hvordan man skal gøre. De 
spørgsmål man har til modellen i afmatematiseringsfasen, skal altså typisk indgå i de overvejelser 
man gør sig i matematiseringsfasen. En efterfølgende afmatematisering vil derefter være mere 
lukket, da modellen er valgt og der derfor typisk vil være et afgrænset mængde af spørgsmål vi kan 
stille. Dermed bliver afmatematiseringen den mest enkle af de to faser, da den i en forstand allerede 
er påbegyndt i matematiseringen. Det er dog karakteristisk for de matematik B eksamensopgaver vi 
arbejder med her, at modellen bliver givet sammen med opgaven og at eleven derfor ikke skal 
foretage dette valg og at spørgsmålene til afmatematiseringsfasen derfor først bliver aktuelle ved 
selve afmatematiseringen.  
 
Nogle af de vanskeligheder der kan være ved matematisering er:  
 
a. Eleverne har svært ved at identificere afhængige og uafhængige variable [Galbraith og 
Stillman 2006], [Niss 2010] 
b. Eleverne mangler forståelse af at de forskellige variable ikke kan have samme navne 
[Galbraith og Stillman 2006] 
c. Eleverne har svært ved at lave de nødvendige antagelser og forsimplinger [Galbraith og 
Stillman 2006], [Blum og Ferri 2005], [Niss 2010] 
d. Eleverne tror at forsimplinger er det samme som at gætte, eller tror at alle forsimplinger skal 
forsimple matematikken [Maass 2005] 
e. Eleverne har svært ved at se forskel på den reelle model og den matematiske model [Maass 
2005]  
f. Elever glemmer sammenhængen som de variable beskriver, og overfører kun tal fra den 
virkelige verden til matematikken. De regner på tallene instrumentelt uden at vide hvorfor, 
blot at de skal [Blum og Ferri, 2005] 
g. Eleverne har svært ved at beslutte hvordan problemet skal løses vha. teknologiske værktøjer, 
da de ikke kender de teknologiske muligheder/begrænsninger [Galbraith og Stillman 2005] 
h. Eleverne har svært ved at opstille ligninger til løsning af problemer, da det netop ikke er en 
triviel proces, og det derfor er udfordrende for den uøvede at holde målet klart samtidig med 
at teknologiske muligheder overvejes [Niss, 2010]. 
i. Eleverne mangler tillid til deres kunnen, og har svært ved at udvælge en effektiv 
problemløsningsstrategi samt udvælge relevant information. Tekniske skills og matematisk 
viden skal overskues for at vide hvor man kommer hen [Niss, 2010]. 
j. Elever har svært ved at benytte tilstrækkelige matematiske symboler og benytter forkerte 
algoritmer [Maass, 2005] 
k. Elever hæfter sig ved en detalje i virkeligheden som han/hun finder meget vigtigt, men som 
ikke er relevant for modellen [Gallbraith og Stillmann, 2005].  
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l. Eleverne mangler realkendskab/almen viden. Det er en stor barriere at de ikke kender til det 
emne der modelleres, eller der er ord i teksten som de ikke forstår (både matematiske og 
dagligdags ord). Manglende forståelse gør at eleven ikke kan få det til at give mening. [Maass, 
2006] 
 
2.3.2 Udfordringer ved afmatematiseringen 
Som beskrevet ovenfor ses afmatematiseringen ikke som en lige så stor udfordring som selve 
matematiseringen. [Galbraith og Stilmann 2005] konkluderer dog, at afmatematiseringen er mere 
kompleks end “bare at skulle oversætte retur” fra matematiske termer til virkeligheden, som mange 
almindeligvis forestiller sig. Det kan der være flere grunde til, og nedenfor har vi samlet nogle af de 
typiske udfordringer der ses i forbindelse med afmatematiseringen.  
 
a. Eleverne har svært ved at matche matematiske resultater og deres betydning i den virkelige 
verden [Gallbraith og Stillmann, 2006].  
b. Eleverne har svært ved at have flere (matematiske) bolde i luften på samme tid. Det er ofte ikke 
nok med en enkelt beregning, men de skal ofte sammenholde flere beregninger og resultater 
[Gallbraith og Stillmann 2006] 
c. Eleverne har svært ved at integrere matematiske konklusioner i virkelighedens svar, da sproget 
ikke er helt det samme. De har svært ved at indoperere matematiske termer, virkelige termer og 
matematiske argumenter i besvarelsen [Gallbraith og Stillmann 2006] 
d. Eleverne har svært ved registerskiftet til det multifunktionelle sprog og bliver derfor i det 
monofunktionelle sprog [Duval, 2006] 
e. Eleverne kommer kun med halve svar [Maass, 2005] 
f. Eleverne misforstår resultaterne, muligvis pga. manglende realkendskab [Maass, 2005] 
g. Elever kan ikke se forskel på afmatematisering og validering [Maass, 2005] 
h. Elever kan have beliefs der gør at de fejltolker hvad der kan være indholdet af 
modelleringsopgaver eller måske endda beliefs der siger at de er sådan nogen der ikke kan finde 
ud af at modellere. 
i. Eleven er påvirket af de sociomatematiske normer. Er klassen vant til, at det centrale i en opgave 
er at finde et (tal)facit, vil mange elever være tilbøjelige til ikke at vægte afmatematiseringen så 
højt, da både lærer og elever i klasser almindeligvis fravælger at inddrage f.eks. en 
afmatematiserings- og en valideringsfase som noget, der hører naturligt med i en 
matematiktime. 
 
Som det ses er der mange forskellige udfordringer både i forbindelse med matematisering og 
afmatematisering som elever løber ind i, i forbindelse med modellering. Vi ser ikke alle de nævnte 
udfordringer i gymnasiet, hvilket nok skyldes at flere af ovenstående udfordringer er fundet for 
elever, der endnu ikke er kommet så langt i deres uddannelse. 
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2.4 Testning af modelleringskompetence 
At evaluere om elever har modelleringskompetence er ikke en nem kunst, og blot at opstille mål for 
hvad det er man ønske at bedømme er vanskeligt [Niss et al, 2007 kap. 5].  Så hvordan gør vi det i 
gymnasiet? 
At teste kompetencebeherskelse i matematik i gymnasiet i sin nuværende form giver ifølge KOM-
rapporten helt grundlæggende to problemer i forhold til kompetenceevaluering - 
disharmoniproblemet og fortolkningsproblemet. Disharmoniproblemet består i at de 
eksamensformer vi har i gymnasiet ikke i særlig høj grad tester de kompetencer vi ifølge læreplanen 
gerne vil have eleverne skal opnå. Dette er som indledningsvist nævnt også en af tre 
hovedkonklusioner i den nyligt udkomne matematikudredning [Jessen et al, 2015]. 
Fortolkningsproblemet handler om eksamensformerne rent faktisk er retvisende i forhold til de 
kompetencer som eleverne besidder. Dette fortolkningsproblem kan sættes i perspektiv ved hjælp af 
Vygotskys diskussion af bredden af et ungt menneskes nærmeste læringszone [Vygotsky, 1976]. 
Selvom to elever i en testsituation kan svare rigtigt på de samme spørgsmål kan der være meget stor 
forskel på, hvad de kan arbejde med hvis de arbejder assisteret. En sådan forskel vil ikke kunne 
afsløres af en skriftlig eksamen i sin nuværende form. 
I forbindelse med forsøgsbekendtgørelser under det såkaldte grengymnasium, der var fungerende 
indtil 1988 hvor valgfagsgymnasiet blev indført, udviklede testningen af elevernes 
modelleringskompetence sig til noget nær en massakre på elevernes karakterer. Eksamensopgaverne 
var her væsentlig mere åbne problemer som i høj grad var designet til at teste mange sider af 
modelleringskompetencebeherskelse. Måske er det derfor den nuværende eksamens indhold af 
ægte test af elevernes modelleringskompetence er næsten ikke eksisterende. Der er i høj grad tale 
om det der i litteraturen benævnes som “dressed up” matematiske problemstillinger, se f.eks. [Niss 
et al, 2007, s 9f] opgaver hvor elevernes opgave alene er at finde ud af hvilken standardopgave der er 
gemt under en tynd skal af stiliseret virkelighed.  
Hvis vi som lærere mener at vores primære opgave er at gøre eleverne i stand til at få en god 
karakter til eksamen, så er det ikke nødvendigvis en god ide at arbejde som det beskrives i 
læreplanen, men måske er der alligevel en chance for at gøre begge dele - både undervise eleverne 
så de bliver gode til at modellere og samtidig bliver gode til at løse eksamensopgaverne. [Niss, Blum 
og Galbraith, 2007] beskriver i deres artikel at undervisning i matematisk modellering har en 
indbygget dualitet. Man kan arbejde med matematisk modellering for at lære matematik eller man 
kan arbejde med at lære matematik for at kunne anvende matematisk modellering. Hvis man har 
fokus på det første element støttes også elevernes evne til at arbejde med tekstopgaver samtidig 
med de forhåbentlig får dybere indsigt i både matematisk modellering og det anvendte pensum, et 
synspunkt Lesh og Doerr i deres artikel også slår kraftigt på tromme for. [Lesh og Doerr, 2003] 
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2.4.1 Evaluering af modelleringskompetencer i vores nuværende gymnasium 
 
I gymnasiet er der alt efter niveau flere forskellige slags modelleringsopgaver der pryder 
eksamensopgaverne, eksempelvis for B-niveau findes den typiske regressionsopgave, “forklaring af 
model ud fra parametre”-opgaver og optimeringsopgaverne, men for A-niveau findes også 
differentialligningsmodeller [Jensen, 2011]. Da vi har arbejdet med B-niveau elever vil vi nedenfor 
alene koncentrere os om de for B-niveauet relevante opgavetyper: 
Den typiske regressionsopgave er karakteriseret ved at eleven starter midt i matematiseringsfasen. 
Den virkelige model er allerede opstillet i det eleverne fra start af præsenteres for et datasæt som 
omhandler en eller anden i opgaven given sammenhæng (lineær, eksponentiel eller potens). Valget 
af hvad der skal skæres fra er allerede taget og modellen er således valgt. Som udgangspunkt skal 
eleverne selv foretage den del af matematiseringen, der angår det at indtaste data i deres CAS 
værktøj og herunder tage stilling til, hvilke af deres data, der skal være afhængig og uafhængig 
variabel. I praksis er det dog nok spørgsmålet, om ikke også denne del af matematiseringen ikke 
fratages eleverne, da indtastningen for mange foregår ved en gentagelse af en instrumentelt indlært 
procedure og ikke efter overvejelser som “hvorfor denne type model” og “hvorfor denne variabel”. 
At dette er tilfældet kan blandt andet opleves i klasserummet, når man som lærer forsøgsvis bytter 
rundt på datasættet sådan at y-værdierne står øverst og x-værdierne i nederste række af den givne 
tabel. Da vil indtastningen af dataene gå galt for en del elever. Det at matematiseringen delvis er 
givet, betyder at eleverne i disse opgaver skal afmatematisere i en modelleringscyklus, hvor de ikke 
selv har præmatematiseret eller matematiseret. 
Forklaring af parametre opgaver er opgaver hvor eleverne får modellen - typisk en lineær model - 
men skal fortolke koefficienterne. Dette er direkte afmatematisering, og i flere tilfælde meget svært 
for eleverne der ikke helt kan finde ud af at benytte enhederne korrekt. 
Optimeringsopgaven er almindeligvis altid bygget op om nogle geometriske figurer, hvor eleverne 
selv skal kunne opstille sammenhæng imellem omkreds og areal eller overfladeareal og volumen ud 
fra to variable. Ideen er almindeligvis, at de skal isolere den ene parameter i den ene ligning og 
indsætte i den anden. Når dette udtryk er fundet, skal det differentieres og sættes lig nul for at finde 
eventuelle ekstrema. 
Optimeringsopgaver er matematiserings- og afmatematiseringsopgaver, og derfor tit og ofte sværere 
for eleverne, som skal mestre at have flere bolde i luften på samme tid. 
Opstilling af simpel model er opgaver hvor eleverne får en lineær sammenhæng formuleret som 
almindelig tekst som de skal matematisere, hvor de udvælger passende navne til de to variable og 
aflæser og indsætter konstanterne korrekt.  
 
Når eleverne evalueres skriftligt på deres modelleringskundskaber på mat B, er det altså disse 
opgavetyper man almindeligvis ser. De to første eksempler fokuserer primært på afmatematisering,  
optimeringsopgaverne fokuserer mere på selve modelleringen og opstillingsopgaverne er meget 
simple matematiseringsopgaver. Der er altså flere opgaver med afmatematisering end 
matematisering, måske fordi matematiseringen almindeligvis er svær for eleverne som det ovenfor er 
redegjort for. 
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3. Teorier til værktøj for diagnose og intervention 
Ud over den mere overordnede teoretiske ramme til forståelse af modelleringscykler og de enkelte 
faser, som vi har beskrevet ovenfor, har vi også i litteraturen fundet konkret værktøj til at arbejde 
med diagnose og intervention. Det gælder f.eks. Pirie og Kieran’s ”bobbelmodel”, som vi bruger til at 
afdække elevers vej til forståelse af modellering, det gælder begrebet blackboksing, som vi bruger til 
at fokusere vores intervention i retning af de aspekter vi mener, eleverne skal arbejde med og det 
gælder observation af elevernes læringsstile i modelleringen, hvilket kan give en forståelse af vores 
elevs evner til at bevæge sig rundt i modelleringscyklen. Vi vil nedenfor kort gøre rede for disse 
teorier.  
3.1 Elevers læringsstile i forbindelse med modellering 
Modeller af modelleringscykler er generelt normative og idealistiske, og det viser sig da også at 
forskellige personer “starter forskellige steder”, og bevæger sig rundt i de forskellige faser et 
forskelligt antal gange, hvor nogle faser får særlig fokus mens andre ignoreres. Et eksempel på dette 
ses i Blum og Ferri hvor to elevers modelleringsproces skitseres som illustreret på figur 2, nedenfor:  
   
Figur 2: To studerenes individuelle vej i modelcyklen, [Blum og Ferri, 2009] 
Det er netop pga. elevernes forskellige læringsstile, at de bevæger sig forskelligt rundt i cyklen. Blum 
og Ferri beskriver overordnet tre læringsstile; visuel, analytisk og en kombination af visuel og 
analytisk. I ovenstående billede ses Sebastian som visuel - han er nødt til at skifte frem og tilbage 
mellem virkeligheden og den matematiske model for at se og forstå sit problem. Max er analytisk 
tænkende og springer direkte fra problemet til den matematiske model - han vil gerne hurtigt have 
skrevet sammenhænge op. 
Om eleven er visuel eller analytisk tænkende har selvfølgelig betydning for hvordan eleven løser 
opgaven samt hvilke opgaver han har svært ved at løse og hvordan de skal gribes an. 
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3.2 Blackboksing 
En af de pædagogiske hensigter med at introducere vores elever til et CAS-værktøj tidligere i deres 
matematiklæring end det er tilfældet i mange andre lande, er netop, at en elev kan bevæge sig rundt 
i og arbejde med en modelleringscyklus, som eleven ikke har den nødvendige matematiske 
symbolismekompetence til at bevæge sig rundt i. For at kunne bruge CAS-værktøjets output 
fornuftigt, kræves det dog at eleven har en indsigt i, hvad det er CAS-værktøjet beregner, en indsigt, 
der til en vis grad formindskes ved brug af CAS-værktøj. Termen Blackboksing har derfor almindeligvis 
en negativ klang, idet den hentyder til en uheldig konsekvens af at elever til en vis grad formår at 
komme igennem deres opgaver ved en instrumentel brug af deres CAS-værktøj. En del elever har 
derfor en algoritme for hvad de ved en given opgave skal taste ind i deres CAS-værktøj samt hvad de 
skal gøre med det output der kommer ud af deres indtastning, men de har ingen fornemmelse af, 
hvad det er, deres CAS-værktøj beregner og de har derfor svært ved at validere det resultat, der 
kommer ud. [Jankvist og Misfeldt, 2015]. Vi fandt selve termen blackboksing meget anvendelig i en 
positiv forstand, og vi har derfor brugt den som redskab til diagnose og intervention i det vi aktivt er 
gået ind og har “blackbokset” dele af modelleringsprocessen, for dermed at kunne fokusere på 
afmatematiseringen. Vi har blandt andet valgt at blackbokse indskrivningen af data på CAS-værktøjet 
samt tegning af grafer, da vi oplever, at mange elever kan dette, men bruger en del tid på det og 
derfor tror at det er selve opgavens kerne, mens andre elever sidder fast i de teknologiske 
skrivemåder og derfor ikke når til afmatematiseringen. Disse udfordringer var vi ikke interesserede i 
at undersøge her hvor fokus netop var matematisering og afmatematisering, hvorfor vi blackboksede 
dem. 
3.3 Vejen til tilegnelse af modelleringskompetence 
Vi har også valgt at bruge Pirie and Kierans model over tilegnelse af matematisk forståelse til at 
danne os et overblik over, hvordan eleverne bevæger sig frem og tilbage i forskellige lag af 
matematisk forståelse [Pirie ogKieran, 1994]. For at gøre dette havde vi indledningsvist gjort nogle 
overvejelser omkring hvad de enkelte faser dækkede, når den kompetence vi trænede var 
modelleringskompetence og mere specifikt, evnen til at løse (og forstå) regressionsopgaver. På figur 
3 ses Pirie og Kierans model, hvor vi har indskrevet hvad vi mener de enkelte faser rummer i denne 
kontekst. 
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Figur 3: Pirie og Kierans ”bobbelmodel” [Pirie og Kieran, 1994] brugt til undersøgelse af regressionsopgaver 
Vi har brugt modellen på regressionsopgaver fordelt over hele vejledningsforløbet, således at vi har 
kunnet se hvilket niveau af forståelse eleverne er gået fra, fra start til slut. 
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Kapitel 4: Detektion 
4.1. Analyse af testen med henblik på at afdække afmatematiseringsvanskeligheder. 
Da vores fokus fra starten af har været på afmatematiseringen har vi set på hvilke spørgsmål i testen 
der fokuserer på dette. Vi synes umiddelbart der er meget få af opgaverne som støtter vores 
detektion af afmatematiseringsproblemer, da de fleste af opgavernes afmatematiseringsdel består af 
hvad Professoren (Mogens Niss) kalder “at putte enhed på”. Det gælder f.eks. spørgsmål 1, 2, 5 og 7. 
Dette forventer vi at mange elever har styr på. 
I spørgsmål 3 (renteopgaven) skal man tolke og dermed afmatematisere resultatet af en 
ligningsløsning, men vi forventer ikke at mange af de svage elever kan klare denne opgave algebraisk, 
selvom fremskrivningsformel er kernepensum og noget de har haft rigtig meget på C-niveau. 
I opgave 6 (eksponentiel og lineær model) består afmatematiseringen i at konkludere at både Ali og 
Aya har ret fordi de anvender to forskellige metoder. Dette forventer vi at mange elever kan, men vi 
regner ikke med at de kan foretage den forudgående vertikale matematisering [Freudental, 1991]  
I spørgsmål 8 har vi at eleverne f.eks. skal arbejde med at komme frem til en kvadratcentimeterpris 
for hver pizza som de så sammenligninger og afmatematiseringen går så på at sige at den største har 
den mindste kvadratcentimeterpris så vi har næsten kun med en “sæt enhed på afmatematisering”.  
Hvis man vælger at argumentere for hvordan arealet vokser i forhold til hvordan diameteren vokser 
og dermed prisen vokser er der lidt mere afmatematisering i det da det sprogligt er mere 
udfordrende at opskrive løsningen i virkelighedsdomænet.  
I opgave 9 og 10 er der mest tale om validering, men vi mener dog at bruge opgaverne også somtest 
på om vores elever har svært ved at afmatematisere. Dette skyldes at disse opgaver handler om at 
sammenholde opgavetekstens parametre med den grafiske repræsentation og så validere i 
almindeligt multifunktionelt register [Duval, 2006] om der rent faktisk er tale om den rigtige løsning 
på spørgsmålet. Som baggrund for at lave denne sammenligning skal eleverne kunne udtale sig i det 
multifunktionelle sprog om en graf, altså i det monofunktionelle visuelle register, hvilket vi mener er 
en afmatematisering. 
Kun opgave 12 har afmatematiseringen som hovedmål, men den er så svær at ingen af de svage 
elever kan svare på den. At gennemskue at man i opgaven kan finde to ligninger som man skal løse 
for “alder” og så give en forklaring (afmatematisering) af svaret 40 i forhold til problemstillingen er 
meget svært og kun nogle ganske få elever i de 5 klasser vi har testet har været i stand til at gøre 
dette. 
Opsummerende kan vi sige at vi kan se om eleverne kan sætte enheder på de rigtige steder, hvordan 
de klarer argumentationsarbejdet i opgave 3 og 6, samt hvordan de arbejder med 
afmatematiseringselementet vi mener er i opgave 9 og 10. Da der udover disse elementer ikke er så 
meget afmatematisering i professortesten har vi også ment det var nødvendigt i vores diagnostiske 
samtaler at fokusere meget på at afdække vanskeligheder i forhold til afmatematiseringen.  
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4.2 Vores samlede resultater       
Professortesten bestod i denne omgang af 13 spørgsmål. Vi lavede testen i 5 klasser, hvoraf de tre af 
klasserne var på B-niveau: 
 A-niveau B-niveau C-niveau 
1g 1a 1p 1ac 
2g  2wz    ,    2c  
 
Vi valgte at give alle spørgsmål point fra 0-3, således at eleverne fik 0 point hvis intet var rigtigt, 1 
point hvis der var lidt rigtigt, 2 point hvis resultatet var rigtigt og 3 point hvis både resultat og 
forklaring var korrekt. Det skal dog lige bemærkes, at vi er tre forskellige personer der har rettet 
opgaverne, så det er ikke sikkert at der er 100% ens evaluering af de enkelte elevers besvarelse. 
Nedenfor på figur 4 ses alle vores elevers samlede resultater for de 13 spørgsmål (omregnet til %) 
 
Figur 4: Alle elevernes svarprocenter i Professortesten om modellering 
 
Opgaverne var af meget varierende sværhedsgrad og type, og da de ikke er formuleret som opgaver 
der almindeligvis gives i gymnasiet, er det ikke nødvendigvis en fordel at have haft matematik i 
længere tid. Det er mere en test i om man har forstået selve matematikkens styrke i forbindelse med 
modelleringen. Dette synes vi også at kunne spotte i vores test resultater, hvor det i langt de fleste 
tilfælde er 1g-eleverne med A niveau, der klarer testen bedst til trods for at 2g-eleverne med B 
niveau har haft matematik i et helt år mere (se figur 5). 
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Figur 5: Svarprocenter i Professortesten fordelt på matematisk niveau 
 
4.3 Udvalgte elevers resultat i detektionstesten  
Vi har kigget på to elever fra 2g mat B: Calle fra Allerød gymnasium, som vi har haft et 7 ugers 
vejledningsforløb med og Mathias fra Bagsværd kostskole og Gymnasium, som har deltaget i et 
klasseinterventionsforløb.  
Calle går i en papegøjeklasse, hvor halvdelen af eleverne fra starten har ønsket matematik på A-
niveau, men den anden halvdel kun har ønsket det på B-niveau. Calle er en af de svagere elever i 
klassen, men ikke den svageste. De to svageste elever har sproglige udfordringer, hvilket gjorde at vi 
mente at Calle ville være mere oplagt at vejlede. Calle er desuden en dreng der altid siger ja tak til 
alle tilbud der omhandler hjælp til matematik. 
Mathias er går på et opgraderingshold til B-niveau. Vi har udvalgt Mathias til videre diagnose, da han 
er en af de svageste i klassen med 28% rigtige i testen. Den svageste elev i testen har 
sprogvanskeligheder hvilket vi mente ville skabe unødige komplikationer i vores diagnosearbejde. Det 
skal dog siges at 3 elever i 2b ikke deltog detektionstesten og to af disse er er i den daglige 
undervising væsentlig svagere end Mathias. Mathias bruger vi i det efterfølgende som 
klasserepræsentant i forbindelse med vores klasseintervention.  
 
På figur 6 ses vores to udvalgte elevers svarprocenter i forhold til alle elevernes svarprocenter. Den 
orange farve er alle elevers gennemsnitlige besvarelsesprocent, de to farver (rød og grøn) er Calle og 
Mathias’ besvarelser. 
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Figur 6: De udvalgte elevers svarprocenter i forhold til alles resultater i Professortesten 
 
 
4.3.1 Calle fra Allerød gymnasium: 
Calle har svaret på alle testens 13 spørgsmål, men som det ses på figur 6 (ovenfor) og figur 7 
(nedenfor), svarer Calle helt forkert på 9 af dem. Tre ud af de fire spørgsmål som han svarer 
rigtigt/delvist rigtigt på, ses at være de spørgsmål som flest elever generelt svarer mest rigtigt på 
(spørgsmål 2, 5 og 13). Det ses også, at Calle svarer rigtigt på mange af de spørgsmål som hans 
klassekammerater også får mange point på.  
 
 
Figur 7: Calles svarprocenter i forhold til hans klasse og de samlede resultater 
 
Af vores ovenfor diskuterede fokusopgaver for afmatematiseringen har vi valgt at på figur 8 af vise 
spørgsmål 9 fra Professortesten, og på figur 10 vises opgave 10. 
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Figur 8: Spørgsmål 9 i Professortesten 
 
Som svar på opgave 9 har Calle i testen skrevet:  
“Det er A, fordi den stiger til hvad der vil svare til 0,20 zeds og 0,40 zeds…” (se figur 9) 
 
Figur 9: Calles svar til spørgsmål 9 i Professortesten 
Der er ingen logik i svaret, og derfor ingen point at hente for Calle. 
 
Figur 10: Spørgsmål 10 i Professortesten 
I testen’s spørgsmål 10 havde han, som ses på figur 11, skrevet  
“B, fordi han kommer højder op, men han kommer jo ikke længere ned.” 
   23 
 
Figur 11: Calles svar til spørgsmål 10 i Professortesten 
Igen svarer Calle i fine dagligdagsord, men det giver ikke rigtig mening i forhold til opgavens 
formulering, så Calle scorer igen her nul point. 
Ud fra disse to opgaver synes vi at se, at Calle har utroligt svært ved at aflæse og fortolke en graf. Vi 
vidste fra matematiktimerne, at Calle desuden har påfaldende svært ved at afmatematisere i for 
eksempel regressionsopgaver, så planen var efter detektionsspørgsmål 9 og 10 at arbejde videre med 
regressionsopgaver, med fokus på grafens og koefficienternes betydning, som netop er 
afmatematisering. 
 
4.2.2 Mathias fra Bagsværd gymnasium  
Mathias har svaret på 10 ud af 13 spørgsmål med et samlet score på 28%. Som for Calle kan vi se, at 
Mathias får flest point er i spg. 2, 5, 6 og 13.  Mathias svar fremgår af figur 12. 
 
  
Figur 12: Mathias’ svarprocenter i forhold til hans klasse og de samlede resultater 
 
Derudover kan vi se at Mathias får point i opgave 8 og i opgave 10. I opgave 10, (se evt. figur 10 for 
opgaveordlyden), har han svaret: “A da en gynge kommer højere jo mere du gynger og det samme 
gælder for graf A, eftersom den har en stigende kurv”, som det ses på figur 13. 
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Figur 13: Mathias svar til spørgsmål 10 i Professortesten 
 
Ikke helt præcist formuleret, men godt nok til at vi mener han har fanget pointen i denne graf. 
 
I den anden fokusopgave, opgave 9 som ses på figur 8, har Mathias svaret: “D fordi det giver god 
mening at for hver avis du sælger får du ekstra løn”, se figur 14. 
 
 
Figur 14: Mathias svar til spørgsmål 9 i Professortesten 
 
 
Her kommer Mathias ikke særlig langt med afkodningen af hvad graferne betyder. Mathias mener at 
D giver god mening, men argumentet indeholder næsten ikke noget argument. Udtalelsen: “får du 
ekstra løn” antyder dog at han har forstået at han grafisk skal lede efter et knæk. Men selvom at han 
måske fanger en pointe for Zedland Posten, er der ingen kommentarer til om han mener at grafen for 
Zedland Tidende også skal have et knæk. 
 
I de andre opgaver er Mathias god til at sætte enheder på sine svar, så noget tyder på at han har styr 
på at svare i virkelighedsdomænet, også selvom f.eks. den matematiske bearbejdning er gået galt.  
Det virker derfor fra testen som om at Mathias´ vanskeligheder ligger i modelleringsfaser forud for 
afmatematiseringen. Vi vælger dog at stadig at have afmatematisering som fokus for vores 
diagnostiske samtale med Mathias, da vi ikke mener at Mathias har fået mange chancer for at vise sin 
kunnen udi afmatematiseringen i detektionstesten. 
 
4.4 Detektion af elevernes beliefs: 
Vi havde indledningsvist en fornemmelse af at en af grundene til vores elevers vanskeligheder med at 
afmatematisere skyldtes at de havde et beliefssæt, der gjorde at de ikke mente at afmatematisering 
hørte med til matematik, og at de derfor ikke fandt denne del af matematikopgaverne særlig vigtig. 
For at teste om dette var rigtigt lavede vi en beliefstest i en af vores klasser (se figur 15) og fik 
nedenstående resultat (se figur 16).  
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Figur 15: Belief test uddelt til en af vores klasser 
 
 
Figur 16: Svar på belieftesten i en af vores klasser 
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Som det ses i skemaet, er det faktisk en stor del af eleverne, der opfatter både matematiseringsfasen 
og afmatematiseringsfasen som en “slags matematik eller matematik”, og derfor noget de forventer 
at skulle foretage sig i matematiktimerne. Vi kunne derfor ikke umiddelbart underbygge vores 
hypotese om at elevernes vanskeligheder med afmatematisering skyldtes, at de ikke opfatter det 
som noget, de behøver at gøre i matematik.  
Samtidig kan det undre at eleverne i overvejende grad svarer at det er en del af matematik at 
oversætte det matematiske resultat til brugbart svar til vennen, når vi kan konstatere at eleverne i 
eksamensopgaverne ikke oversætter til almindeligt sprog, når de skal afmatematisere simple 
tekstopgaver. Der er altså her en diskrepans mellem hvad de siger de mener hører til et matematisk 
svar og hvad de så rent faktisk giver af svar. Måske opfattes situationen i denne opgave og 
situationen ved eksamensbordet blot så forskellig da censor til en eksamen er matematiklærer og 
ikke en som nødvendigvis skal have forklaret et svar i almindeligt sprog. Eleverne er måske bare 
målgruppebeviste.  
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Kapitel 5: Diagnostisering 
 
Efter detektionen sprang vi direkte ud i diagnostiseringen for at afdække hvilke af de aspekter af 
afmatematiseringen beskrevet i kap. 2.3.2 der var svære for Calle. Til dette formål gennemførte vi en 
række vejledningssamtaler med Calle, hvor vi fokuserede på Calles evner til at afmatematisere. 
Vejledningen med Calle forløb over syv gange en halv time, på nær den femte vejledning hvor vi 
havde besøg fra RUC, og Calle havde knap en times vejledning. En halv time var lige lidt nok per 
vejledning, men vi er begrænset af, at eleverne kun må modtage vejledning uden for skoletid eller i 
spisepausen, og vi har derfor valgt at lægge vejledningen i spisepausen.   
Et andet formål ved diagnostiseringen var via vores klasserepræsentant Mathias at diagnostisere 
hvilke vanskeligheder vi kunne forvente med hensyn til afmatematisering i 2c, som vi skulle bruge til 
at udarbejde vores intervention ud fra. Vi udarbejdede derfor fire små afmatematiseringsopgaver (se 
bilag 4) som vi ville bruge som udgangspunkt for et kort diagnostisk interview af Mathias. Opgaverne 
er simple afmatematiseringsøvelser, som prøver at favne afmatematiseringen af forskellige 
repræsentationsformer for simple matematiske modeller.  
 
5.1 Diagnosticering af Calle 
Som i de sidste to semestre kørte vi også denne gang med en glidende overgang mellem diagnose og 
intervention i hele vejledningsforløbet, sådan at de første vejledninger hovedsageligt havde karakter 
af diagnosticering, og vi derfor lod Calle lede længe efter svar, for på den måde at kunne høre, 
hvordan han tænkte i forhold til opgaverne. Efterhånden som vi kom længere hen i 
vejledningsforløbet kom interventionen til at spille en større rolle, og vi forsøgte her at støtte Calle på 
en måde, der fik ham til at arbejde i nærmeste udviklingszone. Der er dog i alle vejledningerne 
elementer af både diagnose og intervention.  
Vi valgte at fokusere på regressionsopgaver fra STX-B skriftlig eksamen, dels for at Calle kunne se en 
direkte (eksamens)grund til at arbejde med opgaverne, dels fordi vi som vi tidligere har været inde på 
selv havde studset over hvorfor disse opgaver er så vanskelige at løse for nogle elever. Vi valgte også 
at lave alt CAS-arbejdet i opgaverne på forhånd, sådan at vi “blackboksede” denne del af opgaverne. 
Formålet var at kunne holde fokus på afmatematiseringen, det vil sige Calles afkodning af CAS-
værktøjets resultater, samt beskrivelsen af denne afkodning. Helt konkret foregik det ved, at vi havde 
udskrevet opgaverne i eksemplarer, der var mere og mere løst, sådan at Calle startede med en 
opgave hvor der bare var en tabel, og vi spurgte ham hvordan han ville løse opgaven. Så snart han 
nævnte at han ville tegne et plot af dataene, gav vi ham et papir hvor opgaven, tabellen og dataene 
var tegnet. Vi spurgte nu hvad han så ville, og når han sagde ordet regression fik han endnu et stykke 
papir, hvor opgaven, tabellen, data og regressionen kunne ses. På denne måde kunne vi springe selve 
den matematiske analyse med CAS-værktøjet over, og få Calle til at fokusere på selve 
afmatematiseringen (uden helt at springe matematiseringen over). På figur 17 nedenfor kan man se 
en illustration af ”de tre trin”, og i afsnit 5.1.1 om sociomatematiske normer, er dele af selve 
vejledningsseancen med den illustrerede opgave udfoldet. 
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Figur 17: Eksempel på vores tre trin ”blackboksing metode”, hvor CAS operationer er lavet og kan springes over 
I vores beskrivelse af Calles observerede vanskeligheder har vi nedenfor valgt at lade selve 
vanskelighederne styre rækkefølgen af afsnit, og da visse af vaskelighederne ses i forskellige 
vejledninger, er rækkefølgen derfor ikke tidslig korrekt. Dette skal ses som et gymnasie-relevant 
udpluk af de i afsnit 2.3.1 og 2.3.2 nævnte vanskeligheder ved det horisontale arbejde. 
5.1.1 Sociomatematiske normer 
Vi havde som beskrevet ovenfor valgt at tage CAS ud af regressionsopgaverne. Det havde vi gjort ud 
fra en oplevelse af at CAS-indtastningerne ofte fylder (for) meget i vores elevers håndtering af 
regressionsopgaver, hvilket på den ene side kan skyldes, at eleven finder det så svært at håndtere 
værktøjet, at eleven aldrig når hen til for eksempel afmatematisering af CAS-resultatet, på den anden 
side, at eleven er så fortrolig med CAS-værktøjet at eleven bliver ved dette. Vores oplevelse var at 
Calle i høj grad mestrede CAS-værktøjet, at han havde helt styr på, hvordan han skulle få de 
nødvendige plots frem, men at han havde svært ved at bruge plottene til sin opgaveløsning. Senere 
vil vi gå mere ind i andre forklaringer på dette, her vil vi give et kort uddrag fra en vejledning, hvor vi 
netop spørger ind til Calles egen fornemmelse af at kunne håndtere CAS og derefter komme med 
overvejelser omkring hvad CAS indtog i klasserummet kan have af betydning for de sociomatematiske 
normer omkring løsning af regressionsopgaver.  
Uddrag fra vejledning 4: 
Vejleder starter med at præsentere Calle for nedenstående opgave (se figur 18) og spørger derefter 
ind til hvad han vil stille op med den.  
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Figur 18: Første trin, Calle får kun opgaveteksten 
Calle svarer umiddelbart, at han vil lave et punktplot. Vejleder giver derefter Calle et papir hvor der 
er også ses følgende punktplot, se figur 19:  
 
Figur 19: Andet trin, Calle får et punktplot over de givne data 
 
V: “Sådan her?” 
 
C: “jaaa” 
 
V: “Hvad tænker du så?, ville du have kunnet lave den?” 
 
C: “ja det er jo bare at skrive dem ind, og dernæst tegne et punktplot”  
Calle ved altså hvordan han skal angribe en regressionsopgave. Men som vi senere skal se, bruger 
han ikke gerne værktøjets output til at besvare opgavens spørgsmål. Han indtaster altså ikke 
tabellens data i CAS for at kunne arbejde med data, men fordi han ved, at det plot, der kommer ud af 
indtastningen, er en del af det, der skal afleveres som opgavens resultat. På den måde bliver CAS-
arbejdet ikke en hjælp til løsning af opgaven, men selve opgavens løsning. Vi mener, at vi på den 
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baggrund kan overveje, om det at eleverne ved, at de til den skriftlige eksamen skal vedlægge plots 
og grafer ved regressionsopgaverne, samtidig med at det for eleverne er forholdsvis tidskrævende at 
lære at håndtere det nye værktøj og få disse grafer og plots frem, kan skabe en sociomatematisk 
norm om at grafer og plots er en del af løsningen, frem for blot et redskab på vejen mod løsningen. 
Det vi mener er på spil her svarer altså til vanskelighed (i) i afsnit 2.3.2, blot er det ikke 
sociomatematiske normer om at matematiske resultater er et tal, men normen om at løsning på 
modelleringsopgaver skal være et CAS-værktøjsplot.   
5.1.2 Beliefs 
Ud over klasserummets norm omkring hvad det indebærer at lave matematik (her at lave 
regressionsopgaver) så har også den enkelte elevs egen opfattelse af hvad en opgave går ud på, 
betydning for elevens mulighed for at løse opgaven. I et forsøg på at teste Calles beliefs omkring hvad 
der hørte med til at løse en regressionsopgave, gav vi ham nedenstående opgave (se figur 20).  
 
 
Figur 20: Opgave om Puls og iltoptagelse 
 
I nedenstående uddrag fra vejledning 2 arbejder Calle med opgaven. Vi har i opgaven plottet punkter 
og graf og ønsker at afdække, hvorvidt Calle mener, at dette er et fyldestgørende svar på opgaven. 
 
V: (peger på punktplottet med graferne). “Har personen her svaret på spørgsmålet, med de her 
grafer?”  
 
C: “Nej...eller jo….der er bare ikke forklaret så meget, det er bare vist med et billede. Men hvis man nu 
godt ved, altså at sådan er det bare….” 
 
V: “Ja” 
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C: “Den viser jo ligesom at sammenhængen...lad mig se”, (læser spørgsmålet). ” Jo så kan man jo 
godt se at det ligesom er den lineære….men det skal man jo ligesom kunne vide, man skal vide hvad 
lineære er.” 
 
Calle giver her lidt tøvende udtryk for at spørgsmålet er besvaret, idet det er vist med et billede. Hans 
tøven kan dog tyde på, at han er lidt i tvivl og måske mener, han bør sige ja, når læreren nu spørger 
ham. Han kommer da også samtidig ind på, at man for at forstå svaret er nødt til at vide noget om 
grafer. Vi kan derfor sige, at Calle helt intuitivt adskiller det at kunne “se at det er den lineære”, noget 
der foregår i det matematiske domæne, med det at kunne se det uden “at vide, hvad den lineære 
er”. Det at forklare resultatet, så det kan forstås uden at vide, hvad den lineære er, er netop 
afmatematiseringen. Så Calles usikkerhed bunder ikke her i et problem med at forstå forskellen 
mellem det matematiske domæne og afmatematisering, men snarere i en usikkerhed omkring 
hvorvidt afmatematiseringen er påkrævet i en løsning af opgaven. Vi overvejer derfor om noget af 
Calles vanskeligheder med at afmatematisere regressionsopgaver bunder i beliefs omkring, hvad der 
hører med til at besvare en modelleringsopgave, altså vanskelighed (h) i afsnit 2.3.2. Denne diagnose 
støttes også af, at Calles fysiklærer - der er den ene vejleder - kan fortælle, at Calle i fysik har 
forholdsvist let ved at beskrive de fundne resultater i dagligt sprog.  
 
5.1.3. Bruger ikke modellen til at finde svar. 
 
I det videre arbejde med at afdække Calles beliefs omkring hvad, der hører med til en besvarelse, gav 
vi ham regressionsopgaven som ses på figur 21. Vi blev under hans løsning af opgaven 
opmærksomme på, at Calle, på trods af at have et punktplot og en graf fra en regression på et CAS 
værktøj, kun ser på datasættet for at udtale sig om hvorvidt sammenhængen er lineær. Denne 
tendens med ikke at bruge plottet som et værktøj til opgaveløsning så vi gentaget flere gange. 
 
 
Figur 21: Opgave om Puls og iltoptagelse, nu med vores besvarede spørgsmål 
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V: “Vi har svaret på den, tror vi nok. Du skal hjælpe os med om det er rigtigt”. 
 
Calle læser opgave a) og giver sig til at svare på opgaven. Han tager altså ikke stilling til om opgaven 
er besvaret, men prøver at besvare den selv. Vi vælger at lade ham fortsætte med dette. 
 
C: “Ja. øhhh. man har bare lettest ved at sige at det er den lineære, fordi det er mest den man regner 
med. Det er ikke så tit man har en eksponentiel”. 
 
V: “Så det er derfor du vil sige at det er den lineære?” 
 
C: “Ja, men på samme tid så synes jeg ikke alligevel” 
 
Calle overvejer, mens han ser skiftevis på tabellen og på spørgsmål a). Han kigger ikke på grafvinduet 
med punktplot, grafer og deres forskrift. 
 
C: “For hvis det er den lineære, så ville de tal der ligesom have en sammenhæng”. Calle peger i 
tabellen, “og det synes jeg ikke de har”. 
 
Vi forestiller os en af forklaringerne på at Calle på denne måde holder sig til tabellen, på trods af at 
punktplot og grafer netop kunne være et redskab til at hjælpe ham med at besvare sit spørgsmål, kan 
være, at Calle føler sig mere tryg ved at læse en tabel end ved at læse et punktplot, en graf eller en 
forskrift. Det vil i så fald være en indikation på en manglende reificering af graf og forskrift, altså en 
manglende repræsentationskompetence. På den anden side kan det også indikere at Calles 
modelbegreb ikke er reificeret. Calle ser ikke sammenhængen mellem empirien i tabellen som han 
arbejder med, og den model, der er dannet på baggrund af empirien og som er den han i forhold til 
modelleringscyklen skal til at arbejde videre med.  
 
Calles videre arbejde med opgaven giver også en indikation af at Calle har vanskeligt ved at skelne 
mellem forskellige typer af vækst. Dette kan igen være en indikation på et ikke reificeret 
vækstbegreb.  
 
V: “siger du så indirekte at hvis det er en eksponentiel så vil der ikke være en sammenhæng” 
 
C: “Nej hvis det er en lineær, så vil de have en sammenhæng” (peger på tabellen igen), ”så vil de 
ligesom stige 10, 20, 30”. 
 
V: “Er det kun ved den lineære de har en sammenhæng?” 
 
C: “jaaaaaa….det var et irriterende spørgsmål...det har de vel også ved den eksponentielle bare på en 
ulige måde”. 
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Calle har altså en forståelse af hvordan en lineær model vokser, mens hans forståelse af 
eksponentielle modellers vækst stadig er usikker. Det betyder at hans strategi når han skal vælge 
hvilken model, der passer med data, er at vælge den han mener, der bruges oftest. Samtidig så vi, at 
Calle ikke bruger punktplottet, når han skal vælge hvilken model, der passer bedst. Vi overvejer 
derfor også, om det vi ser her, viser at Calle har en instrumentel tilgang til løsning af denne type 
regressionsopgaver. Han er klar over, at opgaveløsningen består i at data tastes ind i et CAS-værktøj 
og at man får CAS værktøjet til at lave et punktplot og en graf.  
 
Samme tendens ser vi også, da han i en senere opgave om andemad (se figur 22) skal finde mængden 
af andemad i en sø efter 15 dage.  
 
Figur 22: Opgave om andemad 
 
Han har allerede en regressionsmodel og dertil hørende forskrift, og skal således blot udregne f(15) 
 
V: ”Hvordan vil du svare på spørgsmål c), altså hvordan vil du finde antallet af blade efter 15 dage?” 
 
C: ”Man tager 8250 og ganger med 43 tre gange”. 
 
Calle mener således, at man skal tage mængden af andemad efter 12 dage (fra tabellen) og gange det 
med 43 tre gange. Han kan altså se, at han skal gøre det samme tre gange, men slet ikke hvad han 
skal gange med, og heller ikke hvad hans model kan bruges til. 
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Som nævnt i afsnittet ovenfor så vi flere eksempler på, at Calle ofte leder i empirien (virkeligheden) 
efter svar fremfor at lede i den model han selv havde opstillet. Udover at indikere at Calle kan have 
vanskeligheder ved at afkode modellen, kan det også være en indikation på, at han ikke for alvor 
skelner mellem model og virkelighed og derfor mener, at de svar han vil få, når han leder i datasættet 
vil være de samme som de svar, han får når han bruger sin model. For at teste dette spurgte vi ind til 
hvorfor de data Calle fandt når han brugte modellen ikke stemte overens med de data han kunne 
aflæse i modellen. Dette viste sig i starten også at være en gåde for Calle, hvilket fremgår af 
nedenstående uddrag fra vejledning 3: 
 
V: ”Prøv at udregne hvor mange blade der vil være efter 10 dage ud fra formlen f2”. 
 
Calle udregner vha. CAS værdien til 4183,6. Calles øjne flakker frem og tilbage mellem dette tal og 
værdien i tabellen.  
 
V: ”Var det det tal du forventede?” 
 
C: ”Nej….., det er jo ikke det rigtige tal. Det skulle blive 4140.” 
 
Calle har altså ikke en forståelse af at modellen er en tilnærmelse af empirien. 
 
5.1.4 Repræsentationskompetence 
 
Vi observerer også vanskeligheder, der ikke er direkte tilknyttet modelleringsprocessen, men som gør 
modelleringsprocessen vanskelig, da de vedrører forståelse af matematiske objekter, der bruges som 
værktøjer i modelleringsprocessen. En af de helt vanskeligheder vi blev opmærksomme på at Calle 
måske havde, var en manglende reificering af koordinatsystem. 
 
I nedenstående uddrag arbejder Calle med detektionstestens opgave 9, som ses på figur 23. Han er 
nået frem til at den ene avis giver en fast løn og derefter lønner pr. solgt avis. 
 
Figur 23: Graferne fra opgave 9 i professortesten 
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V: “hvordan kan man se det i en graf?” 
 
Stilhed 
 
V: “hvor kan man se hvis man slet ikke sælger nogle aviser”. 
 
C: “ja så skulle der slet ikke være noget, som den stiplede der” (peger på en af graferne). 
 
Calle kan ikke udpege hvor på koordinatsystemet han kan aflæse ingen aviser solgt. Vi mener dette 
kan være et tegn på manglende reificering af koordinatsystem og graf-begreb. Vi arbejder derfor 
videre med dette, i første omgang knyttet til grafer, senere også til selve koordinatsystemet og dets 
akser.   
 
Ved denne vejledning følger nu en række overvejelser omkring hvilken af de fire grafer, der kan være 
den rigtige, hvor Calle på skift udpeger dem alle. 
 
C: “Nåå så er det en af de her to?” 
 
V: “Ham her med den, ham hvor du sagde man ikke tjente nogen penge, hvilken af aviserne tilhørte 
han?” 
 
C:  “Det er den her med tiderne”. 
 
V: “ja og hvilken af striberne er det?” 
 
C: “Det er den mørke” 
 
V: “Ja det er den mørke, og der kan man også se, som du siger, at der starter man også oppe i en vis 
værdi, men det gælder for dem alle sammen, så det kan vi ikke rigtigt bruge”. 
 
C: “Men det er jo en af de her to for når man tjener ekstra så stiger den” (peger på D) 
 
V: “Gør den det?” 
 
C: “Man får det her ekstra for hver man sælger, så må den stige lidt”. 
 
V: “mmm” 
 
C: “Og så kan man se på de her (peger på A), for når han sælger ekstra, så tjener han ikke mere…. Jeg 
ved ikke hvorfor den så stiger lidt….” 
 
V: “nej?” 
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C: “Det er irriterende” 
 
V: “Ja. De stiger også lidt siger du?” 
 
C: “De stiger jo alle sammen” 
 
V: “Ja det gør de alle sammen, som du siger. Forskellen er måske det her knæk. Hvad er det knækket 
betyder siger du?” 
 
Calle har altså identificeret i teksten, at det for den ene avis gælder at man hvis man sælger ekstra 
aviser, tjener man mere og han leder derfor efter en stigning i graferne, der kan vise dette ekstra. 
Han forstyrres nu af, at alle graferne stiger. Calle kan altså godt identificere grafens forløb sådan at 
han kan se stigning i antal solgte aviser ved at gå ud af x-aksen, samt se hvad stigning i en graf 
betyder. Han har svært ved at forstå forskellen i stigning som forskellen i hældning.  
Igen søger Calle lidt rundt mellem alle muligheder indtil vejleder beder ham om at blive ved sit 
forslag om at det er A eller C. 
 
C: “Nu har jeg det som om det er de her to?” 
 
V: “ja prøv at argumenter”. 
 
C: “Fordi at…. Nej eller også er det fordi han sælger sindssygt mange aviser” 
 
Calle vil skifte igen, men vejleder holder ham fast ved de rigtige grafer. 
 
V: “nej bliv ved dem her.”  
 
C: “Det er mærkeligt, det her, at den stiger så meget lige pludseligt, for her stiger den stille og roligt... 
Nå så er det fordi når han sælger en så går den 0.5 ud og så stiger den det dobbelte hver gang.” 
 
Her ser vi at Calle med lidt vejledning faktisk lykkedes med at identificere hvad knækket 
repræsenterer. Vi tænker derfor, at Calles graf- og koordinatsystemsbegreb ikke er helt reificeret, 
men at han dog er undervejs i tilegnelsen af en dybere forståelse af dem.  
Bruger vi Pirie og Kierans beskrivelse af vejen til forståelsen af et matematisk objekt, mener vi at 
kunne se, at Calle primært bevæger sig i første og andet lag (se afsnit 3.3). 
For hver graf kan vi se, at han bevæger sig frem og tilbage i de inderste af forståelseslagene, i det han 
søger tilbage og bruger sit kendskab til basisord og begreber, hver gang han giver sig til at lede i en ny 
graf. Herefter prøver han for hver graf at sammensætte med viden han henter andetsteds fra, for 
eksempel tekstens information om stigning, men bliver dette for uoverskueligt går han tilbage og ser 
på akserne som er hans basisbegreb.  
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Calle finder således med lidt mere vejledning frem til hvilke to grafvinduer, der stemmer overens 
med den ene avis. 
 
V: “Ja? så det er en af dem” 
 
C: “Og så skal man så finde ud af den anden”. 
 
Calle konstaterer helt korrekt at han for at finde ud hvilke af de to grafvinduer, der er det rigtige, må 
se på den anden graf. Men i stedet for at bruge tekstens oplysninger og de informationer, han lige 
har fået/fundet ud af om grafers forløb, til at identificere hvilken type graf han skal se efter, altså 
matematisere, vælger han at starte processen forfra ved at afkode det enkelte grafvindue, for 
derefter at se om det han kan aflæse, kan passe med det, der står i teksten. Vi forestiller os, at det er 
fordi hans grafbegreb stadig er så usikkert, at han vælger at støtte sig til nogle muligheder og derefter 
udelukke, fremfor selv at skulle forestille sig, hvordan en mulig graf vil se ud.  
 
Udover at have vanskeligheder ved at arbejde inden for den enkelte repræsentationsform, viser Calle 
flere gange også vanskeligheder ved at skifte mellem repræsentationsformer. Dette er en 
vanskelighed der hyppigt ses hos elever og det er også afdækket i litteraturen som noget vi kan 
forvente at eleverne har vanskeligheder med. [Michelsen,C, 2002]. I forhold til til de nævnte 
vanskeligheder i afsnit 2.3.2 svarer det til vanskelighed (d). 
 
 
Figur 24: Regression til opgave om yngelfugle 
Nedenstående uddrag tager udgangspunkt i vejledning om regression der ses på figur 24. 
V: “kan du se den er lineær noget sted” 
C: “ja” 
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V: “Hvor” 
C: “Jeg kan se det på stregen” 
V: “kan du se det andre steder” 
C: “tænker…. Jooo er det ikke her? Peger på forskriften. Fordi hvis det er eksponentielt så er det fordi, 
hvis det er i anden” 
V: “så den ser lineær ud for dig” 
C: “ja” 
V: “kan du kommentere på hvordan den er lineær? Der er nogle tal her (peger på forskriften) og et x… 
og et f(x)” 
C: “øhmmm” 
V: “Er der noget du bemærker?” 
….. 
V: “kan du huske der er noget med y og a og x og b når man skal skrive den lineære op?” 
…. 
C: “det synes jeg bare ikke lige jeg kan få styr på” 
V: “nogle gange med y og a og b, kan du huske at der en ligning for en ret linje? “ 
Vejleder skriver y= 
C: “jaaaa er det a gange b plus 4c?” 
Vejleder skriver dette. 
V: “plejer den at se sådan ud? Kan der være noget med x?” 
C: “hvad?” 
V: “noget med x og sådan sagde du. Der står også et x der. Se nu skriver jeg den for dig. Skriver 
y=ax+b. Kan du huske den?” 
C: “jaaa lidt” 
….. 
V: “i den lineære… Der er det ret nemt, eller ikke ret nemt, ret tydeligt, hvis man lige kan huske hvad 
det er, at a og b de står for”. 
C: “Det er ligesom hvor det starter på a-aksen” 
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V: “Ja starter på en af akserne”. 
C: “Nå ja starter på x-aksen mener jeg og så” , prøver at finde tallet på x-aksen, men tøver… ”nej hvor 
den starter på y aksen”. 
Ovenstående viser at Calle bremses af vanskeligheder med at arbejde med en forskrift. Det viser 
samtidig også at han er i gang med en forståelse af forskriftens sammenhæng med grafen. Bruger vi 
Sfard kan vi sige, at Calles forståelse af forskrift og graf er i gang med at blive internaliseret i det han 
er ved at oparbejde en tryghed i at arbejde med begreberne, men hverken er kondenseret eller 
reificeret [Sfard, 1991]. Dette må vanskeliggøre arbejdet med regressionsmodeller, da det betyder, at 
det sprog en del af modellen skrives i, ikke er let forståeligt, så Calle må ud over at forstå hvad 
modellen omhandler også arbejde med at forstå de matematiske objekter, modellen beskrives med.  
5.1.5 Integrere matematiske konklusioner i virkelighedens svar - afkode de matematiske resultater. 
 
Ud over vanskeligheder mellem at skifte mellem repræsentationsformer inden for det matematiske 
domæne, ofte skift mellem to monofunktionelle registre, viser Calle også vanskeligheder ved skift 
mellem mono- og multifunktionelle registre. Det var netop denne vanskelighed der oprindelig gjorde 
os interesseret i afmatematiseringen som emne, en vanskelighed der beskrives som (d) i afsnit 2.3.2. 
Sådanne registerskift står helt centralt i modellering da for eksempel afmatematiseringen netop er 
karakteriseret ved at eleven skal kunne afkode resultater i et matematisk domæne, f.eks. ved at 
aflæse en graf eller udregne et tal, og derefter kunne beskrive dem med hverdagssprog. At have 
vanskeligheder med dette svarer til det Gallbraith og Stillmann beskriver med at elever kan have 
svært ved at matche de resultater de finder i det matematiske domæne med resultaternes betydning 
i den virkelige verden. [Galbraith og Stillmann, 2006] Denne aktivitet beskrives som helt central for 
modelleringens horisontale arbejde, og kan eleverne ikke dette, bliver hele afmatematiseringen 
svær. 
 
Et eksempel på dette ser vi i vejledning 3 i forbindelse med opgaven om andemad (se evt. figur 22), 
regressionen har gives ham funktionen: f(x) = 117·1,43x. Calle har fundet frem til at 
fremskrivningsfaktoren er 1,43 svarende til 43% stigning per dag. Vejleder spørger om en fortolkning: 
 
V: ”Hvad angiver a?” 
C: ”at den stiger med 43 % per dag”. 
V: ”Hvem gør” 
C: ” den gør” 
V: ”Hvem er den” 
C: ” funktionen” 
V: ”svar i den virkelige verden” 
Der går så noget tid før Calle får sagt  
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C: “antallet af blade”. 
 
Vanskeligheden kan skyldes manglende sproglig kompetence, problemer med at være præcis nok i sit 
sprog, eller det kan skyldes at Calle ikke har forstået, hvad det er han har fundet, altså et problem 
med at afkode de matematiske repræsentationer. Helt fundamentalt kan de også handle om at han 
ikke har forstået hvad det matematiske resultat betyder i det matematiske domæne. Samtidig kan 
der også være tale om beliefs, som vi var inde på i vores første punkt, hvor meget skal med, før en 
opgave er besvaret fyldestgørende i matematik. 
 
5.1.6 Realkendskab 
 
I denne opgave har Calle problemer med at forklare udviklingen af antallet af sangfugleunger (se figur 
24), da det ikke giver mening for ham, at der bliver færre unger, jo flere fuglepar, der er. Problemet 
kunne være at han ikke forstår ”tæthedsbegrebet i et område”, men tonefald og reformulering til pr. 
m2 fortæller os, at problemet er at Calle ikke kender ordet acre. Calle har derfor sprunget den del af 
teksten over og ikke forstået, at det drejer sig om antal fuglepar i et begrænset område. Dette svarer 
til vanskelighed (l) i afsnit 2.3.1, manglende realkendskab og er dermed en vanskelighed der ses i 
forbindelse med matematiseringsfasen. Når vi ser den hos Calle i forbindelse med 
afmatematiseringsfasen, kan det skyldes, at Calle ikke selv har foretaget matematiseringen og derfor 
ikke har været nødt til at overveje ordets betydning før han når afmatematisering.   
 
V: “du siger også væksten her (peger på tidligere papir) væksten af hvad?” 
C: “antal ynglende sangfugle… Så er det bare mærkeligt at det er at jo mere der er så er der mindre af 
dem…. Så er det bare gennemsnit” 
V: “Jo flere af hvad?” 
C: “jo flere sangfuglepar der yngler, jo færre er gennemsnit kuldstørrelsen” 
V: peger på tabellens første søjle: “Kan du sige lidt mere om, hvad de præcist mener med det der og 
hvad de præcist mener med det der”. 
C: “Ja sådan som jeg har forstået det er det at jo flere af de der sangfugle der, jo mindre bliver 
gennemsnitsstørrelsen af de der kuld” 
V: “kunne man forklare det? Hvorfor tror du der er en sammenhæng” 
Stilhed 
V: “du siger det er mærkeligt?” 
C: “ja det er, der burde jo være flere” 
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Det videre arbejde med opgaven bestod i at lade Calle arbejde forfra med den med større fokus på at 
undersøge, hvad det er, han er ved at opstille en model over. Vi vender tilbage til dette i 
interventionsafsnittet. 
 
5.1.7 Tekstforståelse 
 
En sidste vanskelighed vi diagnosticerer for Calle omhandler tekstforståelse. Calle har svært ved at 
uddrage det centrale i meget teksttunge opgaver. Et eksempel på dette ses i Calles gennemgang af 
detektionstestens opgave 9 (se eventuelt figur 8). I nedenstående uddrag er Calle ved at tolke de 
forskellige grafvinduer og forklare hvorfor han mener billede A viser de avisabonnementer, det drejer 
sig om. Calle foreslår billede A 
 
C: “Ja jeg tror jeg tænkte...A... Fordi det svarer til at den, eller hver gang man går ud af x-aksen så 
stiger den de der 0.20 eller 0.40, ja” 
 
V: “så du kiggede efter stigningen” 
 
C: “ja” 
 
V: “kiggede du efter nogle af de andre ting, der stod i teksten? Stod der...?” 
 
C: “næhhh” 
 
V: “De 0.20 og de 0.40. De stod herovre” vejleder peger på den første tekstboks. ”Så det var ligesom 
de to du sammenlignede” 
 
C: “Ja” 
 
Calles ene vanskelighed er altså knyttet til forståelse af teksten, eller opgavens set-up. Han har 
simpelthen ikke forstået at de to bokse præsenterer to forskellige aviser, der repræsenteres ved hver 
sin graf, og læser derfor kun den første boks.  
 
V: “Hvad er det de to grafer skal vise?” 
 
C: “ja hvor mange penge man tjener?” 
 
V: “ja det er rigtigt nok. Men hvis du sammenligner med de to bokse på den anden side, hvad er det 
så de to grafer viser?” 
 
C: “hvor mange penge man tjener?” 
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Calle kan ikke aflæse de to grafer som repræsentant for to forskellige aviser, da han ikke i 
matematisering har været opmærksom på, at der skal modelleres over to aviser. Så afkodningen af 
matematikken vanskeliggøres af en ufuldstændig matematisering.  
 
V: “Jaaa. Prøv at bladre tilbage” (grafer og bokse er på hver sin side, hvilket heller ikke gør opgaven 
lettere) 
 
C: “Nå det kan være hvor mange aviser man sælger?....det er aviser?” 
 
Da han ikke umiddelbart bliver bekræftet i sit udsagn, begynder han at overveje andre muligheder 
inden for den virkelighed der modelleres over. Han finder ikke ud af, at graferne kan repræsentere to 
aviser, der er beskrevet i de to tekstbokse. Han ser slet ikke på anden tekstboks før vejleder henleder 
opmærksomheden på den.  
 
V: (peger på den første boks som Calle bliver ved med at fokusere på): “Hører de begge to til den 
der?” 
 
C: “til denne her?” (kigger igen på graferne). “Nå nej….det ved jeg sku ikke rigtigt.” 
 
V: “Det er også en tarvelig opgave med så meget tekst” 
 
C: “ja jeg kom sgu til at læse lidt forkert... Så den ene den passer til den ene og den anden til den 
anden?” 
 
V: “Og hvad er den ene og hvad er den anden?” 
 
C: “jaaa, jeg ved sgu ikke” 
 
Calle hjælpes nu til at se, at hver boks omhandler en avis, der hører til en graf og bliver herefter bedt 
om han kan finde noget særligt ved graferne, der kan hjælpe ham med at udskille dem fra hinanden. 
Calle udpeger hurtigt knækket og siger, at det betyder “plus ekstra”. Calle har altså en forståelse af 
hvad grafers stigning og en ændring i stigning kan indikere i matematikkens verden. Men da vejleder 
bagefter spørger hvad dette plus ekstra kan betyde i avisbudsammenhæng, kan han ikke svare. Calle 
viser altså her problemer med at afkode teksten.  
Vejleder beder ham derefter om at lede efter noget i teksten, der kan være dette plus ekstra:   
 
V: “hvad står der. 0.20?” 
 
C: “pr avis” 
 
V: ”Ja og hvad er det der står ovre i den anden?” 
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C: “Ja det er vel også pr avis er det ikke?” 
 
V: “jo og hvad er det man har inden man har de plus ekstra?” 
 
C: “60?” 
 
V: “ja men ikke pr. avis, pr.?” 
 
C: “uge?” 
 
V: “ja. ham herovre hvis man nu ser sådan på det, hvis han slet ikke sælger nogle aviser, hvad tjener 
han så?” 
 
C: “så tjener han stadig 60?” 
 
V: “hvad med ham herovre, hvis han ikke sælger noget?” 
 
C: “ja så tjener han ikke noget”. 
 
V: “og ham herovre, hvis han sælger en avis, hvad tjener han så?” 
 
C: “så tjener han vel stadig 60?” 
 
V: “og ikke andet?” 
 
C: “århhhh, så han tjener 60 ligegyldigt hvad og så tjener han de der 0.05 “ 
 
Egentlig er opgave 9 i detektionstesten en opgave, der tester validering, da elevens opgave er at 
overveje hvilken model, der bedst beskriver et problem, men da Calle i vores samtale med ham er i 
færd med at tolke de forskellige grafvinduer og fortælle hvad de viser om virkeligheden, for på den 
måde at redegøre for hvilken model, der må være den rigtige, mener vi det giver god mening at 
bruge den som et eksempel på afmatematisering. Samtidig mener vi, at Calles arbejde med 
grafvinduerne netop viser, hvor svær afmatematisering bliver, når man ikke har 
forstået/matematiseret korrekt, hvilket er tilfældet for Calle. Og vi mener eksemplet med tydelighed 
viser den tætte sammenhæng mellem matematisering og afmatematisering. I dette tilfælde er det 
oplagt, da eleverne når de får 4 forskellige modeller at vælge imellem, ofte vil give sig til at vælge ved 
at tolke modellerne og parre dem mod virkeligheden, frem for at modellere over virkeligheden og 
derefter vælge model, men også ved en mere virkelighedstro modelleringsproces kan vi forestille os, 
at vi i valget af det matematiske produkt vi skal bruge til vores model, også må overveje hvilke type 
svar vi efterfølgende vil kunne uddrage fra vores model.  
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5.2 Diagnose for Mathias 
 
Mathias´ diagnose, der som før nævnt skulle bruges til at opbygge klasseinterventionen ud fra, 
bygger på professortesten og et kort interview omhandlende fire opgaver hvor afmatematiseringen 
var i fokus (se opgaver vedlagt i bilag 2). I denne diagnose-runde har vi valgt at arbejde med det 
samlede sæt opgaver i kronologisk rækkefølge for at få afdækket flest mulige vanskeligheder ud af 
det meget sparsomme diagnostiseringsmateriale vi har for Mathias. 
I detektionstestens opgave 9 havde Mathias svært ved at få argumenteret for korrekt af kobling 
mellem graf og tekst (opgaven ses på figur 8 og Mathias besvarelse på figur 14). Som før nævnt 
mener vi, at der i denne proces kan ligge en skjult afmatematisering, hvor eleven skal gå ind og først 
afmatematisere grafen for derefter at sammenholde denne afmatematisering med opgavens ordlyd. 
Vi ønsker at gå efter netop denne tilsyneladende svaghed for Mathias og laver derfor to opgaver, 
hvor han skal arbejde med lidt mere klassiske graf-opgaver hvor han skal oversætte modellens 
parametre eller resultater fundet vha. modellen til almindeligt sprog. Ud over dette har vi en opgave 
hvor Mathias skal afmatematisere en lineær model for befolkningsudviklingen for Sydamerika efter 
1950, og en meget simpel oversættelsesopgave, hvor han skal læse formlen for volumen af en 
cylinder op i almindeligt sprog. Denne oversættelsesopgave udgår fra vores videre analyse da den var 
for simpel.  
 
Første opgave omhandler prisen på gasforbrug for en dansk husstand (se figur 25). 
Her bliver Mathias præsenteret for følgende graf og forskrift: 
 
 
Figur 25: Graf der viser gasforbruget foren dansk husstand 
 
V: “Kan du beskrive hvad du ser?” 
 
M: ”Vi har en lineær graf. Vi har en a-værdi på 1,56 og en b-værdi på 250”. 
 
V: ”Hvad ville det betyde hvis du skulle oversætte det til virkeligheden?” 
 
M: ”a beskriver, altså det er hældningens… altså stignings… og så har vi b der er skæring med y-
aksen.” 
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Mathias viser skæring på y-aksen korrekt. 
 
Mathias har altså den belief at et rigtig svar til en matematiklærer gør brug af matematikordene 
hvilket  får ham til at svare i matematikken, når vi beder ham oversætte til virkeligheden. Dette er 
helt klassisk og præcis det vi i vores almindelige undervisning ser så tit og som vi ønsker at afhjælpe 
med vores intervention. 
Vi prøver nu om vi alligevel kan få ham til at arbejde sig horisontalt ud af den matematiske model. 
 
Vejleder skriver ligningen op på notepapir: y = 1,56·x + 250 og peger:  
 
V:  ”Hvad i forhold til gas og pris? Hvad kunne de to tal betyde?” 
 
M: ”Altså den der 1,56…  det er … hvor meget 1,56 er.. hvad prisen stiger hele tiden.” 
 
V: ”Hum … prøv at starte med den anden, den er måske nemmere?” Peger på de 250 på grafens y-
akse. 
 
M: ”250 er en fast pris”. 
 
V: ”Så hvad kunne man sige de 250 var? Hvilken enhed har de?” 
 
M: ”250, det er kr.” 
 
Mathias kan altså godt afmatematisere korrekt her. Han ved at det er en fast pris, og han ved den er i 
kr, men hvad den faste pris kan betyde i forhold til en dansk husstands gasregning er lidt upræcis, 
måske grundet manglende realkendskab. Vi prøver derfor om han måske kan sætte lidt flere ord på 
hvad de 250 kr. er, da vi fornemmer at han måske ikke helt har afmatematiseret over i 
virkelighedsdomænet men blot sagt startpris i stedet for startværdi. 
 
V: ”Hvis du har en dansk husstand der skal betale gas-regning?” 
 
M:”250 pr. et eller andet... Jeg ved ikke lige hvad du leder efter” 
 
Denne reaktion er jo helt naturlig, da Mathias allerede helt korrekt har fortalt os hvad de 250 står for 
andet nemlig en fast pris. Vi prøver derfor en anden taktik der går ud på at få Mathias til at regne sig 
igennem fra starten af og måske på denne måde selv at få lidt mere fra virkelighedsdomænet ind i sin 
afmatematisering. 
 
V: ”Hvad med x, hvad stod x-et for?” 
 
M: ”Det er så pr. kubikmeter” 
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Bemærk at Matias siger pr. og ikke blot antal kubikmeter. Det vidner om at hans adskillelse af 
hældningskoefficient og variabel ikke er stærk rent formidlingsmæssigt. Det kan dog sagtens være at 
han mener det rigtige, så det prøver vi ved at sige: 
 
V: ”Så hvis jeg siger at der bliver købt 20 kubikmeter, hvad kunne man så bruge det til?” 
 
M: ”Så skulle man putte dem på x´s plads” 
 
V: ”Hvad skulle man så gøre med de 20? 
 
M: ”Så skulle man sige 1,56 gange de 20” 
 
Vores formodning var dermed rigtig. Mathias mente ikke noget med de pr. kubikmeter, det var blot 
en fortalelse. Vi arbejder nu videre for at se om de 250 kommer til at blive udfoldet: 
 
V: ”Ja, og hvad ville man så få ud af det” 
 
M: ”Det må så være prisen for de 20 kubikmeter” 
 
Der peges på udtrykket 1,56 · 20  
 
M: “det må være prisen og de 250 er et fast gebyr”. 
 
Ved at lade Mathias arbejde sig igennem et taleksempel kan Mathias nu godt konkludere at der må 
være tale om et gebyr. Bemærk i øvrigt at Mathias vælger at indsætte de 20 i ligningen og ikke blot 
gå ind og aflæse på grafen. Dette kunne tyde på en analytisk læringsstil, men det kunne mere 
sandsynligt skyldes de sociomatematiske normer indlært i undervisningen hvor indsættelse og 
udregning vha. formel måske har højere status end grafisk aflæsning. 
 
Vi har derfor en situation hvor Mathias instrumentelt kan genkende hældning og skæring med y-
aksen i det monofunktionelle visuelle register i form af en graf, men i model øjemed har han en 
ganske spinkel oversættelse til det multifunktionelle sproglige register. Får han lov til at arbejde sig 
igennem vha. et taleksempel hvor x er forskellig fra nul kan Mathias dog selv få inkluderet mere af sin 
viden om virkelighedsdomænet.   
Den her konstaterede manglende mestring af afmatematiseringen kan skyldes flere ting. Mathias kan 
have svært ved simpelthen at komme på at han skal sige “gebyr”. Dette kan skyldes at han ikke kan 
komme på ordet, hvilket tyder på at han har problemer med sit realkendskab. Det kan også skyldes at 
han til at starte med sagde at b var en fast pris som i hans mening måske er det samme som at sige 
gebyr. Hvis det er tilfældet tror han måske at vi leder efter noget helt andet og af den grund ikke 
siger gebyr.  
  
Ved opgave 2 som ses på figur 26, har vi gjort det lidt vanskeligere for Mathias i og med at casen nu 
kun har den algebraiske fremstilling og oven i købet indeholder en af de meget brugte fælder: at x 
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måles i antal år efter 1950. Dette har vi erfaring for kan skabe ganske meget forvirring hos de svagere 
elever. 
 
 
Figur 26: Opgave 2, hvor Mathias skal tage udgangspunkt i algebraisk udtryk. 
 
V: “Så er vi i Sydamerika, så står der noget her, at det er udviklingen…” 
 
M: ”50 og 30 år frem” 
 
V: ”Så har du noget hernede hvor der står A… hvad er det for noget?” 
 
M:  ”Altså …. 4,37… jeg kunne godt tænke mig  .. Når der står A af x så… jeg forstår bare ikke helt hvor 
de der 4,37 og de 1,06 kommer fra” 
 
Mathias kan i første omgang slet ikke afmatematisere konstanterne. Hverken de 4,37 eller de 1,06 
siger ham noget. Bemærkelsesværdigt nok fortæller han ikke som før at 4,37 er hældningen og 1,06 
er skæring med y-aksen, men han har selvfølgelig heller ikke en graf i dette tilfælde og når vejleder 
spørger “hvad er det for noget” tolker han måske helt korrekt at vi er efter et svar i det 
multifunktionelle register som vi ville have før.  
 
V: ” Nej ?” 
 
M: ”Ja jeg ved hvor de kommer fra .. altså denne her udvikling … den kan beskrives med den her 
formel, men jeg ved ikke lige hvad de begge to skal betyde” 
 
Mathias fortæller her, at han godt ved at formlen beskriver udviklingen, men at han ikke kan 
afmatematisere. Han kan derfor delvist forstå hvad opgavens tekst siger, men kan ikke se hvordan 
matematiseringen så har resulteret i den angivne forskrift. Eleverne arbejder ikke så tit med at 
matematisere tekster i deres almindelige undervisning, så der er ikke noget i første omgang 
besynderligt ved at Mathias fortæller at han har svært ved at komme fra casen og ind i det 
matematiserede. En anden tolkning som ikke er i modstrid med den første, er at han siger udvikling, 
men ikke reelt har koblet den lineære models karakteristika med en udvikling for et befolkningstal. En 
sidste tolkning som vi nok hælder til er at den er gal med hans tekstforståelse. Der er mange tal at 
forholde sig til og tallene er små, men viser store tal da de er i mio. mennesker, og så denne 
komplicerende faktor med at udviklingen tager udgangspunkt i årstallet 1950. 
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V: ”Nej men skal vi prøve os lidt frem?” 
 
M: ”Jeg vil sige at de 4,37 er en… hvor mange mennesker der…  ” Genlæser opgaveteksten ”ok .. pr. år 
eller? Hvor mange mennesker der kommer til  eller ja eller der bliver født eller …. Udviklingen i antal 
hvert år” 
 
V: ”Noget udvikling pr. år er de 4,37?” 
 
M: ”Ja.” 
 
Mathias prøver her helt korrekt at blive i det virkelighedsdomænet, men kan ikke helt blive enig med 
sig selv om betydningen, så her viser han helt klart vanskeligheder i forhold til tekstforståelsen. Han 
siger at det er mennesker der kommer til - og så rationaliserer han, at de så må være blevet født, 
men han kobler ikke noget med dødsrate ind, så den er også gal med hans realkendskab. Hans bud 
med en udvikling pr år er relativt tæt på en korrekt afmatematisering, så vi lader den ligge for at 
komme tilbage til f.eks. at sætte enhed på og andet der kan hjælpe tolkningen lidt senere. 
Nu til det svære b-led hvor Mathias skal gennemskue at vi ser på udviklingen i befolkningstal efter 
1950 og at det er i denne beskrivelse at han har sin information til at afmatematisere korrekt. 
 
V: ”Hvad tror du de 1,06 betyder?” 
 
M: ” uh… ”  
 
Mathias har ikke noget bud og efter en længere pause kaster vi os ud i 1950 problematikken ved at 
sige: 
 
V: ”Hvad hvis vi forestiller os at x er lig nul? ” 
 
M: ”… hum”.  Stadig ikke noget. 
 
V: ”Hvad kunne det betyde i forhold til casen vi har med årstallene her?”. Der peges på 
opgavetekstens som læses op af vejleder. 
 
V: ”Så hvis x er nul, hvad er så årstallet? 
 
M: ”Så er vi jo stadig i 1950” 
 
Dette gik fint. Mathias kunne godt gennemskue at matematiseringen har oversat 1950 giver at x=0.  
 
V: ”Så hvis x er nul, hvad sker der så med hele udtrykket” 
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M:”Det … jeg forstår ikke, for så er der jo ikke nogen ændring” 
 
Her gentager Mathias, at han har forstået at leddet med x giver en tilvækst, men kan han så 
afmatematisere denne information? 
 
V: ”Nemlig, så er der ikke nogen ændring. Så hvis jeg indsætter x = 0, hvad bliver hele udtrykket så lig 
med?” 
 
M: ”Det bliver lig med … 1,06” 
 
V: ”Det bliver målt i mio, men hvad er de 1,06 mio?” 
 
M: ”Hvad de 1,06 er  .. øhm?” 
 
V; ”Ja?” 
 
Lang tænkepause  
 
M: ”Det ved jeg faktisk ikke” 
 
Mathias kunne godt regne sig frem til at når vi sætter x = 0 må der være 1,06 i alt, men sætter ikke 
selv mio. mennesker på. Vi giver et hint og siger mio., men uden mennesker, men lige meget hjælper 
det, for Mathias giver op og fortæller at han faktisk ikke har et bud. Vores formodning om at b-
leddets betydning ville være svær for Mathias var velbegrundet, og han kan ikke afmatematisere 
dette lille, men faktisk store tal.  
Vi giver det dog en chance mere: 
 
V:”Hvad står A for? 
 
M:”Det er antallet personer målt i mio.” 
 
V: ”Ja, så hvis man har regnet noget ud på højre side ?” 
 
M: ”Så har man alle .. ” 
 
V: ”Så hvis man har sat nul ind? ” 
 
M: ”Jo men altså, den er der bare,  men har den ikke en betydning?” 
 
V: ”Jo, det har den nemlig.” 
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V:”Ok, hvis jeg nu sætter enheder på, så bliver det 1,06 mio. mennesker. Hvad er de 1,06 mio. 
mennesker?” 
 
Mathias tænker men ved ikke hvad han skal sige. 
 
V:”Der var nogle årstal heroppe” Der peges på de 1950 
 
M: ”Er vi ude i noget pr. år? Eller?” 
 
V: ”Nej, de 4,37 er noget pr. år. Det kan være at du kan lade dig inspirere af den foregående opgave, 
hvor b-værdien var noget gebyr, startpris eller hvad vi kaldte det” 
 
M: Efter lang tid tænkepauser: ”Det er jo også et fast antal mennesker men… er det også bare pr. år 
eller ” 
 
Mathias har den næsten med den første del af sætningen, men får ikke fastholdt tanken. Vejleder 
giver nu op og fortæller: 
 
V: ”Nej, det er antallet mio. personer i 1950” 
 
M: ”Ok” 
 
Dette var en for svær opgave for Mathias. Spørgsmålet er nu om han kan give en mere fyldig 
afmatematisering af hældningskoefficienten hvis han får lov til at arbejde med et taleksempel som 
ovenfor? 
 
V: ”Og de 4,37 det fortalte du var en stigning” 
 
M: ”Jeg tænker jo… ” går i stå 
 
V: ”Hvad med i 1951?” 
 
M: ”Så har vi 4, et eller andet mio. flere mennesker” 
 
V: ”Ja, nemlig - så for hvert år der går, hvad sker der så?” 
 
M: ”Så har vi 4,37 mio. flere mennesker”. 
 
Vi får her Mathias til at give en stort set korrekt afmatematisering af hældningskoefficienten. 
Desværre får vi ikke fulgt de 1,06 helt til dørs da vi jo havde afsløret hvad de 1,06 betød, men det er 
vores forventning at hvis vi havde fortsat tanken og spurgt “4,37 mio flere i forhold til hvad? “, at 
Mathias ville have haft succes med afmatematiseringen af konstanten 1,06 mio. mennesker i 1950. 
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Dette er et godt eksempel på at Mathias, i Pirie og Kierans formulering, ikke har formaliseret sin 
viden om lineære modeller endnu og skal have konkrete tal at arbejde ud fra før han kan fortolke 
konstanterne korrekt.  
At arbejde med en variabelsammenhæng hvor x tager udgangspunkt i et årstal har Mathias 
formentlig prøvet rigtig mange gange op gennem 1.g, men alligevel er dette ikke blevet en 
internaliseret del af Mathias´ variabelforståelse.  
Mathias har altså her udvist vanskeligheder med tekstforståelsen, måske også problemer med sit 
realkendskab i forhold til at forstå hvordan en befolkningsvækst sættes sammen (at han ikke siger 
noget med at det er fødte i forhold til døde), og problemer i forhold til at matematisere casen i første 
omgang, så integrationen af de virkelighedens beskrivelse ind i matematikken fremstår mystisk for 
Mathias. 
 
Sidste opgaver har igen både graf og forskrift, se figur 27, men vi forventer ikke at Mathias anvender 
funktionsudtrykket til noget.  
 
Figur 27: Opgave hvor Mathias har grafisk og algebraisk udtryk 
 
Vi introducerer opgaven for Mathias med, at vi har to udgaver af den samme sammenhæng. En 
grafisk og en algebraisk. Vi fortæller at hvis han indtegner funktionen i sit CAS-program får han noget 
der ligner ovenstående graf ud 
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V: ”Så står der noget hernede.  Hvis f(12)=1,26, hvad betyder så det hvis du skal forklare det i ord  fra 
denne case med solindstråling og tid på dagen?” 
 
M: ”f(12) … 
 
V: ”Du må gerne tegne på grafen, hvis du skulle få lyst til det” 
 
M: ”Skal bare lige se hvor vi er henne på grafen”. 
 
V: ”Det lyder som en god ide” 
 
M: ”Altså det betyder noget med kl. .. altså … er det lige meget? Altså er det kl. 12 eller hvad?” 
 
Mathias tænker længe, og det virker ikke som om han ved, hvordan man skal aflæse et punkt på en 
graf. 
 
M: ”Nej altså det er mellem 7 og 21 og så skal man…” 
 
V: ”Mellem 7 og 21 og så f(12) = 1,26.” 
 
Mathias har stadig svært ved at aflæse, så vi spørger derfor direkte: 
 
V: ”Hvor tror du så vi er henne på grafen? 
 
M: ”Vi er vel cirka her” 
 
Mathias angiver nu punktet korrekt. 
 
Det er ikke helt til at sige hvorfor det tog så lang tid for Mathias at komme frem til dette svar, men 
vores tolkning er at tekstforståelsen halter og ikke repræsentationskompetencen i første omgang, så 
Mathias skal lige gentage et par gange for sig selv og vi skal gentage mundtligt nogle af 
informationerne før han giver sit bud. Så kommer svaret dog også uden problemer. 
 
V: ”Ja, passer det?” 
 
M: ”Ja, i forhold til 1,26, ja så passer det meget fint. 
 
V: ”Hvad betyder det i ord at f(12) = 1,26?” 
 
M: Ikke noget bud 
 
V: ”Hvad er det f angiver?” 
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M: ”f angiver tidspunktet.” 
 
V: ”Nah…” 
 
M: ” Nej? Nå, solstrålingstidpunkt? Puh.. “ 
 
V: ”Så man sætter et tidspunkt ind og hvad får man så ud?” 
 
M: ”Man får solstråling ud”. 
 
V: ”Så når vi sætter et tidspunkt ind f.eks. 12, så får du? 
 
M: ”Solstråling for det tidspunkt” 
 
Mathias kommer her næsten i hus. Han får afmatematiseret at f betyder solindstrålingen, men ikke 
afmatematiseret fuldt ud med “Solindstrålingen kl. 12”. 
 
Nu skal vi til den svære del hvor Mathias skal arbejde med en grafisk løsning af en ulighed. 
 
V: ”Nu står der at funktionen er større end 1” 
 
M tænker længe 
 
V: ”Husk at du gerne må tegne på grafen” 
 
M: ”Jah…” 
 
M tænker igen længe, men har brug for en hånd, da han faktisk skal ind og lave en lille validering af 
en afmatematisering som står i opgaven. Dette er en langt mere krævende opgave og hans 
repræsentationskompetence sættes på en hård prøve, når han skal løse en algebraisk angiven 
ulighed indkapslet i en svær case grafisk. 
 
Vi prøver at hjælpe ham forsigtigt igen med at danne sig et overblik ved at spille på hans 
talforståelse, så vi kan se om han registrerer hvilke variable han har med at gøre og hvad deres 
værdier kan være. 
 
V: ”Det kan være at du kan lade dig guide af hvor stort tallet er når du skal afgøre hvor du er på  
grafen”. 
 
M: ”Så er vi hernede…” peger på x-aksen hvor 1 slet ikke er med. 
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V: ”Det bliver svært at komme derned. 
 
Mathias forsvarer sig: 
 
M: ”Ja, vi kan jo ikke tegne den på grafen…” 
 
Lang tænkepause 
 
Den hjælpende hånd var ikke nogen hjælp. Mathias har altså helt grundlæggende problemer med at 
forstå både uligheden, hvad uligheden betyder for de forskellige variable der er i spil og hvordan det 
hele kobler til repræsentationen. Repræsentationskompetencen udfordres, hans ligningsforståelse, 
tekstforståelsen og måske endda også realkendskabet halter, da solindstråling målt i en ikke opgivet 
enhed måske ikke lige ringer mange klokker hos Mathias. 
 
V: ”1-tallet angiver solindstrålingen.” 
 
M: ”Nå, så er det her” og peger på y-aksen. 
 
M: ”Jamen jeg tænker kun på x så…” 
 
Vi får her Mathias´ egen fortolkning af sine vanskeligheder. I alle de andre opgaver har vi hjulpet ham 
igennem ved at give ham et x og så regne frem på den måde. Nu står han pludselig og bliver afkrævet 
noget på y-aksen. Denne udtalelse tyder på at vi er endt i lidt af et Broussauske devolutionsparadox 
som i vores tolkning lyder “hvis du fortæller din elev hvad du mener eleven skal lære har du 
forhindret eleven i at kunne lære det”, [Brousseau, 1997]. Vi har igennem de forrige opgaver fået 
devolueret opgaverne på en så fast og på en så gentagende måde at Mathias mener at han nu skal 
igennem et sæt x ind og få y ud scenarie igen. Vi har altså ved at forklare for meget om hvad han skal 
i de forrige opgaver forhindret Mathias i åbent at gå til denne opgave. Mathias for dog formuleret sin 
vanskelighed så vi forstår hvad problemet er ved at sige: 
 
M: ”Men når der står 11-17 så ved jeg jo ikke hvad det præcise tidspunkt er”. 
 
V: ”Fra 11-17 så påstår de at denne ulighed gælder”. 
 
M: ”Nå …” 
 
Mathias ser nu ud til at have fået sin tekstforståelse på plads og kan nu sætte en vandret streg på 
grafen ud fra 1. 
 
V: ”Ja, nu synes jeg du tegner noget fornuftigt på grafen” 
 
Mathias går nu de to skæringspunkter for f(x)=1 og grafen efter og konkluderer at det passer. 
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V: ”Så passer det at f(x) er større end 1 når x ligger mellem 11 og 17?” 
 
M: ”Ja.” 
 
V: ”Så hvad betyder det for solinstrålingen imellem kl. 11 og 17?” 
 
M: ”Hvad det betyder?” 
 
V: ”Ja, at en graf ligger over” 
 
M tænker længe. 
 
V: ”Er den højere eller lavere?” 
 
M: ”Højere.” 
 
Her til sidst virker Mathias efterhånden lidt træt, så vi går ikke mere efter de finere detaljer i 
afmatematiseringen. 
 
Opsummerende kan vi sige at Mathias som forventet havde svært ved at afmatematisere 
konstanterne i den lineære funktion korrekt, da han formentlig har en belief om at vi spørger om svar 
i matematik. Han har svært ved at læse teksterne og forstå hvad de handler om da hans realkendskab 
er udfordret flere gange i disse ellers simple cases. Han har svært ved at lave repræsentationsskift og 
han har svært ved at forstå den bagvedliggende matematisering af de forskellige cases. 
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Kapitel 6: Intervention           
Interventionen falder i 2 dele - en individuel intervention for Calle og en klasseintervention for 2c Ma. 
Klasseinterventionen indeholdt ud over selve den planlagte intervention også en kort for og eftertest 
af elevernes evner for simpel afmatematisering af lineære modeller. 
 
6.1 Interventionsdesign 
Vores mål med hele interventionsforløbet var at styrke vores elevers evne til at afmatematisere med 
fokus på at afhjælpe de problemer med afmatematiseringen vi havde diagnostiseret Calle og Mathias 
til at have. Vi havde fra starten af tre bud på, hvad der kunne virke og indgå i vores 
interventionsforløb nemlig fokusering og italesættelse af matematisering og afmatematisering i 
forskellig sværhedsgrad samt positiv brug af blackboksing. Fokus og italesættelse af de to faser ind og 
ud af matematikken prøver vi at udfolde på forskellig vis.  
Ved det individuelle interventionsforløb med Calle valgte vi dels at arbejde videre med 
regressionsopgaverne for løbende at blive opmærksom på og vende tilbage til den implicitte 
matematisering opgaverne indeholdt, dels at arbejde med koordinatsystem og graf, da det undervejs 
viste sig at han muligvis havde et meget ringe koordinatsystemsbegreb.  
Ved klasseinterventionen valgte vi at for og eftertest skulle handle direkte og kun om 
afmatematisering grundet vores overordnede problemformulering. Til gengæld handlede 
opgaveregningen undervejs om matematisering, da en af vores første tanker for dette projekt var, at 
vi ved at styrke elevernes matematiseringsevner kan styrke elevernes afmatematiseringsevner. Det 
havde også vist sig at Mathias´ vanskeligheder ved at afmatematisere en simpel lineær model kunne 
bunde i at han ikke kunne matematisere fra en simpel opgavetekst til en passende lineær model, så vi 
var bestyrket i denne teori. 
Grundprincipperne for vores interventionsdesign for klassen henter vi i TDS [Brousseau, 1997] - hvor 
målet er at finde den mest hensigtsmæssige sammenhæng hvor eleverne kan tilegne sig de ønskede 
færdigheder. I vores tilfælde mener vi, at eleverne i så høj grad som muligt skal veksle mellem at 
arbejde adidaktisk og didaktisk. Deres adidaktiske arbejde individuelt, i par eller i grupper bliver så 
institutionaliseret ved hjælp af TDS validerings og vurderingsfaser, hvor vi som gruppediskussion eller 
ved traditionel tavlegennemgang med spørgsmål, samler op på elevernes adidaktiske arbejde. 
Vi opbyggede derfor interventionen med skiftende arbejdsformer afbrudt og designede opgaver til 
disse seancer der indholdsmæssigt skulle ramme både bredt, men også nogle gange “skævt” så 
eleverne blev udfordret i forhold til at bruge deres viden (eller mangel på samme) til at 
matematisere. I for- og eftertest fokuserede vi alene på at afdække om elevernes evne til at 
afmatematisere konstanterne i den lineære model. Helt specifikt valgte vi at to af opgaverne skulle 
have den spidsfindighed vi så gav Mathias problmer, at et bestemt årstal var blevet matematiseret til 
x=0. Vi valgte ikke at forfølge de grafiske svagheder vi havde afdækket for Mathias, da vi ikke var sikre 
på tolkningen af baggrunden og dybde af disse vanskeligheder. Vi valgte i stedet på baggrund af 
observationerne af Calles vanskeligheder at indføre en blackbokset regressionsopgave hvor vi 
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indskrev løsningen til regressionen og overlod fortolkningsarbejdet til eleverne. For- og eftertest ses i 
bilag 3.   
Nedenfor beskrives de to interventionsforløb som vi på denne baggrund gennemførte og evaluerede. 
 
6.2 Interventionsbeskrivelse for Calle  
 
I nedenstående forløb har Calle arbejdet et stykke tid med at forstå opgaven om de ynglende 
sangfugle, (se figur 18 og 19 i afsnit 5.1.1). Vi prøver at lede ham tilbage til matematiseringen af 
modellen, ved at få ham til at fokusere på, hvad hans data omhandler: 
V: “du siger også væksten her (peger på tidligere papir) væksten af hvad?” 
C: “antal ynglende sangfugle… Så er det bare mærkeligt at det er at jo mere der er så er der mindre af 
dem. Så er det bare gennemsnit”. 
V: “Jo flere af hvad?” 
C: “jo flere sangfuglepar der yngler, jo færre er gennemsnit kuldstørrelsen” 
V: Peger på tabellens første søjle: ”Kan du sige lidt mere om, hvad de præcist mener med det der og 
hvad de præcist mener med det der”. 
C: “Ja sådan som jeg har forstået det er det at jo flere af de der sangfugle der er, jo mindre bliver 
gennemsnitsstørrelsen af de der kuld”. 
V: “kunne man forklare det? Hvorfor tror du der er en sammenhæng” 
Stilhed 
V: “du siger det er mærkeligt?” 
C: “ja det er, der burde jo være flere” 
V: “Hvor mange er der i sådan et par, hvad består sådan et sangspurvepar af?” 
C: griner: “to sangspurve” 
V: “ja og hvad med kuldet, hvad er det?” 
C: “ungerne” 
Taler lidt mere om at det er mærkeligt 
V: “hvad er det helt der står (peger på øverste venstre felt) prøv at læs det helt igennem. Læs de sidste 
to ord” 
Stilhed 
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V: “hvad står der deroppe?” 
C: “Jeg ved ikke hvad det der er. Hvad er det der står overhovedet? Akr ikk?” 
V: “ja” 
C: “Jeg ved ikke hvad det er” 
V: “Det gør det heller ikke nemmere. Det er simpelthen et mål for et område” 
I ovenstående citat er det ordet ”acre”, der forhindrer Calle i at skabe mening i tabellen. Hans løsning 
er i første omgang bare at udelade det fra teksten. Vi kan altså se, at det her er manglende 
realkendskab, der har forhindret Calle i at matematisere på en måde, der gør at modellen giver 
mening for ham. Når han alligevel er lykkedes med at lave en model, kan det skyldes at han har 
instrumentaliseret det at matematisere en model i et CAS-værktøj, samt at den del af 
matematiseringen, hvor han reelt skulle lede efter det relevante matematik at modellere med 
allerede er gjort i og han får præsenteret hvilken model han skal lave. Til gengæld går han i stå ved 
afmatematiseringen og kan faktisk først komme videre, da han tvinges til at blive længere tid i 
matematiseringen og overveje, hvad det overhovedet er for data, han har med at gøre. 
 
Vi valgte også at intervenere over for Calles vanskeligheder med at koordinatsystem.  
Til at starte med ville vi helt banalt gerne se om Calle vidste hvad et koordinatsystem repræsenterer. 
Vi stillede ham opgaverne som ses i figur 28. 
 
 
Figur 28: Opgaver til intervention af koordinatsystemet til Calle, samt Calles svar 
 
Calle viste med overbevisning, at et koordinatsystem ved han godt hvad er. Han kunne let aflæse og 
indsætte punkter, og selv opgaverne med udpegning af hvor y=3 og x = 4 viste han at han havde helt 
styr på. Det var altså ikke hele koordinatsystemets overordnede betydning der voldte ham 
problemer.  
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Der viser sig at være lidt flere udfordringer for Calle, når vi begynder at se på funktioners afbildning i 
koordinatsystemet. Dette fremgår af nedenstående uddrag af vejledning 6: 
V: “Kan du se her, her har vi sat 1 ind på x’ets plads og ganget med 2 og så gjort her og fået y, hvad 
tror du så der skal ske her, når vi har 2 og 3?” 
C: “nåå så ganger vi bare med 2” 
V: “Kan du ikke prøve at skrive det op?” 
Finder f(2) 
V: “kan du prøve at tegne det ind?” 
C: kigger lidt på koordinatsystemet: “Skal det så også være ved 1?” 
V: “Hvad var x her?” Calle peger på f(2). 
C: “Nåå så er det 2.” 
Sætter korrekt ind. Finder derefter f(3) og sætter punktet (3,5) ind. 
Vejleder skriver nu f(-1) 
C: “det er vel så bare 0?” 
V: “prøv lige at regne ud.” 
C regner: “nåå så er det -1.” Indsætter punktet (-1,-1) 
V: “Så når du sætter x lig 0 så får du y lig?” 
C: “-1” 
V: “ja. Er det det punkt du har tegnet?” 
C: kigger på punktet: “Ja” 
V: “Se nu sagde du før at på hele denne her linje (peger) der er x=3 og på hele denne her linje, der er 
x=3 og her er den 1. Hvad er den herovre?” peger på x = -1 
C: ”Ja, men hvis den går under her” peger på x-aksen, ”så må den jo være minus”. 
V: (Peger igen linjen x=-1). ”Se hele denne her linje, hvad er x her?” 
C: ”Minus 1.” 
V: ”Ja og hernede.” peger på f(0), ”der står der altså 0”. 
C: ”nååå” 
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V: ”Hvor er x=0” 
Stilhed 
V: (peger omkring y-akse) ”hvorhenne er x lig 0?” 
C: ”nååå det er vel så på hele y-aksen.” 
V: ”jaaa. Men skal punktet så ligge der?” peger på (-1,-1), hvor Calle har sat punktet. 
C: ”Nå nej”. Retter det til (0,-1) 
Selvom Calle af og til lige må tænke efter, lader ovenstående dog til, at han har rimeligt styr på 
koordinatsystemet og indtastning af punkter. 
 
Vi stillede også Calle en opgave med en ikke genkendelig funktion, se figur 29, for at undersøge om 
han godt kan aflæse og fortolke grafer med sjove former. Det viste sig, at opgaven var alt for nem for 
Calle, idet han kunne svare på spørgsmålene meget let, og vi går derfor ikke i dybden med opgaven.  
 
 
Figur 29: Opgave med aflæsning af graf til Calle 
 
 
6.2.1 Afsluttende vejledning og test for Calle 
Til den sidste vejledning ville vi gerne forsøg at “måle” om vores vejledning havde hjulpet, og om 
Calle således var blevet bedre til afmatematiseringen via øget fokus på hhv. matematisering og 
afmatematisering. Vi havde lavet et par opgaver som skulle belyse en eventuel udvikling for Calle.  
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Den første opgave var halvt en gammel kending, da vi havde taget og genbrugt graferne fra opgave 9 
i professortesten, som Calle i første vejledning havde haft ganske svært ved at fortolke. Vi havde 
ændret teksten, så det var et andet grafvindue han skulle finde og også sådan at der var langt mindre 
tekst. Det sidste fordi vi ikke ønskede at se hvordan han klarede tekstforståelse, da vi ikke under 
vejledningen havde arbejdet med meget teksttunge opgaver, se figur 30. Som det ses i nedenstående 
uddrag, var Calle mærkbart lettere ved at afkode graferne. Det gælder både i forhold til at udpege de 
grafer, der passede til vores korte tekst, men også da vi bagefter bad ham selv sætte tekst til nogle af 
de andre grafer. 
 
 
 
Figur 30: Afsluttende test opgave med samme grafer som givet i Professor opgave 9, men med en ny tekst. 
 
 
V: “ud fra den nye tekst, hvad det så var for en af graferne der passede til teksten”. 
C: “Den her står for sig selv ikke også? “ 
Calle er indledningsvist i tvivl om hvorvidt han skal finde et vindue til begge tekstlinjer eller bare et, 
der passer til den første linje. Dette er parallelt til første vejledning, hvor han også kun ledte efter et 
vindue der passede til første tekstboks, men modsat dengang kommer han nu hurtigt frem til at det 
må være begge linjer. 
C: “Ja jeg kan i hvert fald udelukke de her to”, Calle peger på C og D. 
V: “fordi?” 
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C: “fordi en kr. pr avis der sælges, det må være en konstant, det må være sådan her”. Viser med 
armen. ”Så det må være en lineær, det må være en af de her to”. 
V: “Ja” 
C: “Og så tænkte jeg, at han får tredive kr., ..næ…..jo det må næsten være B så.” 
V: “Ja hvorfor?” 
C: “fordi han får tredive kr. fordi første aviser og så får han 5, en halv krone så den må næsten gå hen 
sådan og så op” 
Efter denne hurtige afklaring og svar på opgaven spørges til om han kan lave tekst til resten (A) 
C: “ja så skulle han jo bare have 30 kr. i stedet for… ja så skulle han bare ikke have for de første ti 
aviser.” 
V: “og hvad så hvis det var den hernede. VOV her, den er lidt sjov, hvad med den (D)” 
C: “Ja så kunne man sige, at så kunne det måske være sådan. Han starter med at få en krone pr. avis” 
V: “ja” 
C: “indtil det stykke her og så ville han så få noget ekstra”. 
Umiddelbart har Calle nu langt nemmere ved at fortolke graferne. 
 
Den næste opgave vi gav Calle var en regressionsopgave med bund i fysikken. Det var ikke på samme 
måde en gammel kending, men en opgave der var fremstillet efter samme skabelon som de 
regressionsopgaver vi havde arbejdet med i vejledningerne, se figur 31. Calle får således ligesom før 
et papir med tabel. Først efter han siger, at han vil indtegne data og lave regression, får han et papir 
med punkterne indsat. Efter kommentar om punkternes placering får han papir med regression og 
punktplot. Vi brugte således ligesom i de foregående vejledninger positivt blackboksing, idet vi havde 
lavet regressionen for ham og derfor direkte sprang til snak om formen af grafen efterfulgt af 
koefficienternes betydning.   
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Figur 31: Afsluttende test opgave med regression 
 
Også her er der klar forbedring at spore. Calle kan udpege skæringen med y-aksen som stedet hvor 
start massen kunne aflæses. Hans fortolkning af a er lidt upræcis, men med lidt hjælp får han 
fortolket hældningen rigtigt også med enheder. Til forskel fra først i forløbet kigger han umiddelbart i 
punktplottet efter svar. Han er altså klar over at punktplottet viser den samme sammenhæng som 
tabellen, og han er i stand til at bruge plottet som aflæsningsredskab. 
 
C: “hvad vil du tænke når du ser dem her” 
C: “ja umiddelbart vil jeg tænke at den var lineær” 
V: “ja hvorfor” 
C: “fordi de går lige, sådan” 
Calle tegner selv linjen og får derefter udleveret et papir, hvor der er tegnet grafer for både en lineær 
og en eksponentiel sammenhæng over punktplottet. 
V: “vil du så stadig sige at den er lineær?” 
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C: “ja” 
V: “hvorfor?” 
C: “…..der er flere punkter der ligger på linjen” 
Igen tydeligt at Calle forholdsvis ubesværet kan bruge punktplot og grafrepræsentationen til at 
udtale sig om det spørgsmål han stilles. 
V: “og det er rigtigt, der er en lineær sammenhæng mellem de her punkter. Hvis du så skulle sige 
noget om, forklare koefficienternes betydning, altså koefficienterne er a og b” 
C: “peger på forskrift. Altså her” 
V: “ja. Lige nu er det jo matematik-rum, kan man oversætte det til hvad det betyder over i vores 
verden med de her lys?” 
C: “Det ligesom starter på …. er det vægten, der er ud af?” Peger på x-akse 
V: “ja det er et godt spørgsmål” 
C: “det burde det da ikke være … det burde være vægten, der er der”. Peger på y-akse 
V: “ja” 
C: “så kan man sige at den her ligesom en startvægt, altså eller en starttid og så kan man sige at jo 
længere tid lyset brænder så falder den”. 
På trods af lidt forvirring omkring hvilken variabel der er på hvilken akse, har han knyttet de variable 
til koordinatsystemet sådan, at han ved at de hører til på hver sin akse, og især det, at da han får et 
spørgsmål om at afmatematisere, som han ikke kan svare på, af sig selv giver sig til at matematisere, 
ved at placere de variable på akserne som et første skridt til at kunne svare på spørgsmålet, synes vi 
er en tydelig fremgang.  
 
V: “hældningen normalt, den siger noget om hvor meget den stiger… Hvis vi nu siger det er en, der 
falder, så siger hældningen noget om hvor meget den falder, hver gang man går….” 
C: “Nåå hver gang den går en ud” 
V: “ja og hver gang den går én ud i denne her historie hvad betyder det?” 
C: “så falder den det der.” 
V: “ja og at gå en ud her, hvad betyder det? Så noget falder hver gang vi en ud her, det er 
fuldstændigt rigtigt, men hvad er det der falder og hvad er det går ud?” 
C: “tiden går en ud og vægten falder” 
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V: “det er fuldstændigt rigtigt men du kan sige det endnu mere præcist. Du siger stadig noget med en 
ud, men vi kan så godt lide når det er helt præcist” 
C: “hver gang vi går en ud af y-aksen, så “ peger hen ad x-aksen. 
Her tænker vi at der stadig er en rest af en belief omkring at det matematiklærere ønsker når de 
beder en om at være mere præcise, er et svar i det matematiske domæne.  
V: “ja hvad betyder det at går en ud af x. er det en dag eller et år eller?” 
C: “en måling?” 
Samtidig kan vi her se, at det også stadig er det med at forstå den præcise oversættelse mellem 
matematik og virkelighed, der er svær.   
V: “nej det er ikke en måling for der er ikke lige lang tid mellem målingerne” 
C: “nej det er lige det” 
V: “peger på dataene: hvad er det de måler tiden i?” 
C: “nåå så er det minutter?” 
V: “så hver gang der er gået et minut, hvad er det så der sker siger du?” 
C: “så er de gået en ud, så måler de vægten altså?” 
V: “de der -0.108 hvad siger de?” 
C: “..” 
V: “at hver gang der er gået et minut så….” 
C: “at hver gang der er gået et minut så er vægten faldet med -0.108” 
V: “ostemadder? Gulerødder?” 
C: “gram” 
Selvom Calle stadig ikke er helt så præcis i sin afmatematisering som vi kunne ønske kan vi se en 
forbedring.  
 
Calle bedes efterfølgende om at finde ud af, hvornår et lys er brændt ud. I første omgang konstaterer 
han at han ikke kan bruge tabellens data, noget han konsekvent forsøgte at gøre i de første 
vejledninger, hvor det virkede som om at han ikke rigtigt anså grafen for en støtte, men mere som 
noget der skulle med i en regressionsopgave, fordi sådan gjorde man. Her går han selv aktivt ned og 
leder i grafen, da svaret ikke kan findes i tabellen. 
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V: “kan du sige noget om hvor lang tid der går før det er brændt helt ud, lyset?” 
C: Peger på tabellen. ”Ja den går ikke helt ud her” 
V: “nej så den kan vi ikke bruge. Det er ikke nok til at sige noget om det”. 
C: “øhhmmm” 
V: “ja?” 
C: “øhh umiddelbart se det ud som om den bare går en pr- gang”. Peger på grafen 
V: “ja?” 
C: “så man kan se det her?” Peger hvor graf skær x-akse. 
V: “ja det er fuldstændigt rigtigt” 
C: “12 minutter?” 
V: “ja og hvorfor tror du lige det er der?” 
C: “fordi det er der hvor vægten rammer nul.” 
Vi mener her at se, at Calle har rykket sig meget i løbet af de syv vejledninger. Dels i selve forståelsen 
af graferne, men næsten lige så meget i den sikkerhed han viser, når han skal bruge graferne. Han 
lader i langt højere grad til at opfatte grafer som noget han kan finde informationer i. 
Vi synes altså at kunne se, at Calle har opnået en større repræsentationskompetence, både i forhold 
til at forstå repræsentationsformen graf, altså et lidt mere reificeret grafbegreb, og en større 
kompetence i at skifte mellem repræsentationsformerne, tabel, mundtlig tekst/spørgsmål og graf, 
altså blevet bedre til registerskift. Det er naturligvis svært at svare på præcis hvad i vejledningerne, 
der har hjulpet ham til dette, men generelt har vi i hele vejledningsforløbet arbejdet meget med 
grafer.  
Med hensyn til modelleringskompetencer, var vi især interesseret i at se, hvorvidt Calle havde 
forbedret afmatematiseringen. Selvom det stadig ved den sidste vejledning gav ham problemer var 
det dog også tydeligt, som det ses nedenfor, at der også her var sket en forbedring. Uddraget er fra 
opgaven beskrevet ovenfor med lyset på vægten: 
V: “ja sådan kan du godt sige det. Man kan også sige det på en anden måde. Hvor kan du se henne på 
grafen at vi starter.” 
C: “der” 
V: “ja hvad gælder for vores x-værdi der?” 
C: “den er nul” 
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V: “Hvad står der så i din sammenhæng hvis du satte 0 ind på xs plads” 
C: “Så ville det bare give det der, som er det punkt” 
Calle peger på grafens skæring med på y-aksen 
V: “og hvad fortæller det i den virkelige verden, det der.” 
C: “det er vægten?” 
V: “ja hvornår?” 
C: “lige når vi starter” 
Calle viser i ovenstående uddrag en rigtig god forståelse for at bruge grafen som aflæsningsredskab 
og til at fortolke det han aflæser i grafen i “den virkelige verden”. Han har dog stadigvæk vanskeligt 
ved at give et præcist svar, når han skal afmatematisere.  
6.2.2 Afsluttende bemærkninger om Calle 
Calle har en mærkbar bedre forståelse af hvad det er han kan se, når han ser en stigning i en graf. 
Samtidig har han også en helt anden tendens til at lede i graferne efter et svar. Hvor han ved første 
vejledninger mere virkede som om han anså graferne som et vedhæng der af en eller anden grund 
skulle være der, lader det nu til at han opfatter graferne som en mulighed for at få information og 
selv søger aktivt i graferne efter denne information.  
Vi mener at have observeret, at Calle er meget visuelt tænkende, se figur 32. Specielt i starten af 
vejledningerne bliver han ved med at kigge tilbage på de oprindelige data (i realmodellen), og har 
meget svært ved at benytte den formaliserede formel som han vha. regressionen er i besiddelse af 
(matematisk resultat). Faktisk går han også hellere fra sit real-resultat og op til realmodellen i stedet 
for at lede efter svar i de matematiske resultater. Han søger tilbage til den reale model markeret med 
blå nedenfor. De røde streger forsøger at markere hvordan han i starten igen og igen springer tilbage 
til tabellens data for at finde svar på det han skal finde. 
 
Figur 32: Illustration af Calles tankerække i modelleringsprocessen 
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I “Pirie og Kierans “ - forstand har Calle nu flyttet sig fra at have “primitiv viden” til at have 
formaliseret regressionsbegrebet, og han kan sige at han nærmer sig en observerende forståelse, se 
figur 33. Til start vidste Calle hvad et koordinatsystem var, men han havde svært ved at se hvad der 
skulle være på de enkelte akser selvom han havde en tabel hvorpå størrelserne stod og han havde 
også svært ved at se, hvordan han aktivt kunne bruge koordinatsystemet og graferne i det som 
redskab. Han befandt sig derfor et sted mellem ”primitiv viden” og ”image making”. 
 
 
Figur 33: Illustration af Calles forståelsesgrad i regressionsforløbet 
 
I løbet af vejledningerne får han styr på hvad der er på akserne, og kan kombinere viden fra opgaven 
med grafen og fortolke koefficienterne på graferne. Det er dog ikke en lineær proces, da vi ofte må gå 
et par skridt baglæns i de enkelte vejledninger, og minde ham om ting han før havde fundet ud af. Til 
slut mener vi at han genkender væksttyper og nærmer sig et stadie hvor han reflekterer over 
egenskaber ved de forskellige regressioner, altså på vej til “observing” i Pirie og Kieran forstand. 
 
6.3 Interventionsbeskrivelse for Mathias og 2c 
 
Interventionen indgik direkte i elevernes daglige undervisning, så det var en grundpræmis for vores 
interventionsdesign at stofområdet skulle passe ind i det stofområde eleverne lige havde været 
igennem på tidspunktet for interventionen. Dette stofområde var 2.grads polynomier, så 
interventionen kom derfor til at omhandle matematisering inden for dette stofområde suppleret 
med den føromtalte afmatematisering af lineære modeller i for og eftertest. 
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Vores interventionsomfang har været 6 lektioner (a 45 min) og 2 timers elevtid (afleveringsopgave). 
Dette omfang er inklusiv for- og eftertest (se bilag 3). Lektionsplanen ses på figur 34. 
 
1. Lektion: For-testen køres (cirka 20 min). En kort præsentation af modelleringens faser med 
særlig fokus på at italesætte det horisontale arbejde ind og ud af matematikken. Det vertikale 
skal begrænse sig til at diskutere hvilke matematiske modeller de har “på hylden”. 
2. Lektion: Introduktion til hvad dette forløb skal bruges til i form at kort gennemløb af en 
eksamensopgave. Opgaverne - “Første sæt interventionsopgaver”, gruppedannelse og start 
på gruppearbejdet. 
3. Lektion: Eleverne arbejder videre i mindre grupper med opgaverne fra sidst og i det sidste 
kvarter laves en opsamling som fungerer som en validerings og institutionaliseringsfase. 
4. Lektion: Eleverne introduceres til den paropgaven “Matematisering med høj detaljegrad” og 
sættes til at arbejde.  
5. Lektion: Eleverne får deres for-test tilbage igen i rettet form. Vi gennemgår “Matematisering 
med høj detaljegrad”  
6. Lektion: Vi samler op og diskuterer løse ender og hvilke spørgsmål de måtte have. Eleverne 
eftertestes.  
 
Figur 34: Lektionsplan for forløbet med 2c. 
 
Eleverne fik efterfølgende skriftligt feedback på den afleveringsopgave (6 små opgaver i 
matematisering) som de har afleveret til 3. lektion. 
 
Den direkte træning i matematisering skete altså ved gennemførsel af opgaveregning i grupper med 
sættet “første opgavesæt til intervention”, pararbejde med “Matematisering med høj detaljegrad” og 
et hjemmeopgavesæt: “Små modelleringsopgaver” vedhæftet i bilag 4. 
“Første opgavesæt til intervention” indeholder fire opgaver:  
- Kurvefitningsopgave, hvor formen for Storebæltsbroens hængekabler skal efterlignes med en 
parabel. 
- Genkendelse af en kasteparabel fra fysik 
- Opskrivning af formlen for det matematiske pendul. 
- Genkendelse af væksttype for hvordan malingsforbruget for maling af papmache-bolde 
skalerer med diameteren på boldene. 
 
“Matematisering med høj detaljegrad” handler om variabelkontrol hvor eleverne bedes opskrive 
rumfang og overflade for en lukket tagrende. 
 
“Små modelleringsopgaver” indeholder 6 opgaver forsimplede udgaver af de tidligere berørte typer 
af opgaver.  
- Kurvefitning af en rosenbue 
- Omskrivning af formlen for svingningstiden af det matematiske pendul 
- Genkendelse af kvadratiske sammenhænge (3 opgaver) 
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- Løsning af et geometrisk problem med omkredsen af en cylinder.  
I sættet har vi dog sprængt rammerne en smule da vi i cylinderopgaven beder eleverne om at 
afmatematisere også. Opgaven i det matematiske pendul er mest en vertikal opgave hvor vi beder 
eleverne tage stilling til hvordan de ud fra den almindelige formel for svingningstiden for det 
matematiske pendul kan få en sammenhæng for pendulets længde og svingningstiden.   
 
6.3.1 Afvikling af interventionen i 2c 
 
Interventionsplanen blev fulgt relativt slavisk, men skred dog lidt, da afviklingen af det første 
gruppearbejde tog længere tid end beregnet. Paropgaven “Matematisering med høj detaljegrad” 
blev derfor startet i par ganske kort i timen og blev derefter givet som individuel hjemmeopgave.  
 
De fleste af delene forløb godt, men elevernes arbejdsindsats var mest koncentreret under 
gennemgangen af eksamensopgavernes modelleringsaspekter og opsamlingerne i klasserummet.  
Netop til gennemgangen af eksamensopgaverne udtalte en af de svageste elever meget rammende: 
“Jamen vi kan jo sagtens løse opgaverne når vi bare gør det sammen…”  
Det er jo klar tale og udtrykker fint at vi med selv disse meget simple opgaver ligger i de fleste elevers 
nærmeste læringszone og vi har derfor mulighed for at få denne viden og kunnen ind i deres 
internaliserede viden. 
I introduktionen til det første gruppearbejde introducerede vi hvad vi forventede at eleverne kunne 
arbejde med af matematiske modeller og i denne forbindelse kom følgende guldkorn fra en af de 
stærke elever: “Jamen, hvad ER de der modeller du snakker om. Er det bare funktionerne eller hvad?”  
Dette satte gang i en meget konstruktiv diskursdiskussion af formuleringerne af opgaveteksterne. 
Denne italesættelse af hvad vi som opgavestillere rent faktisk mener ligger af betydning i ordene 
“Følger en lineære model” eller “Opstil en model” tændte mange lys i de ellers slukkede øjne. Det 
kan godt være at matematikudredningen kan berette at den nuværende undervisning er for 
stilladseret og opbygget på en så instrumentaliserende måde, at vi ikke træner egentlig matematisk 
tænkning hos eleverne, men vores påstand er, at før der kan komme matematiske tænkning må der 
være en diskurs tænkningen kan opbygges i. Vores opgave som matematiklærere på B-niveau er i høj 
grad at være undervisere i betydningen af de nodalpunkter vores diskurs har, altså hvilke ord der er 
afgørende for at karakterisere det matematiske sprog, som f.eks. ordet model eller ordet funktion. 
Sådanne ord hører til et semi-multifunktionelt matematisk sprog, der er eleverne meget fremmed og 
som vi som lærere bruger i flæng uden egentlig at bemærke det.  
 
6.3.2 Evaluering af intervention i 2c 
 
Ud af de 12 elever som der var på holdet har kun de 6 af eleverne gennemført begge tests. 
To elever var der kun til for-testen og to elever var der kun til eftertesten og to elever var der 
hverken til for eller eftertest. De to sidste elever var der kun til en meget lille del af interventionen. 
Resultaterne opgjort i procent rigtige svar inkl. vores klasserepræsentant Mathias svar er: 
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Fortest Eftertest 
 
% rigtige % rigtige 
Mathias 0 45 
Elev 1 90 97 
Elev 2 0 90 
Elev 3 0 60 
Elev 4 67 93 
Elev 6 40 86,7 
Snit: 32,8 78,6 
 
Figur 35: Resultater på før og eftertesten for udvalgte elever i 2c. 
 
Vores indsats ser ud til at have virket overvældende godt, se figur 35. Eleverne er i det store hele nu i 
stand til at afmatematisere tekstopgaver med lineære modeller fra de nuværende STX matematik B-
niveau opgavesæt. 
Vores succes har dog ikke været fuld, da vores klasserepræsentant Mathias kun kunne svare på lidt 
under halvdelen af sættet. Det er lidt skuffende, specielt i forhold til den indsats han havde lagt 
igennem forløbet.  
At arbejde med det horisontale arbejde alene giver rigtig god mening, når man som vi havde sat os 
for at styrke elevernes kundskaber i afmatematisering så eleverne blev i stand til at afkode 
konstanterne i lineære modeller i forskellig regi, primært regressionsopgaver og tekstopgaver.  Men 
skal eleverne for alvor rykkes forståelsesmæssigt er vi ikke i tvivl om at Lesh og Doerr har ret i deres 
beskrivelse af vigtigheden af at eleverne kommer igennem modelleringsopgaver hvor de får mulighed 
for at køre modelleringsprocessen fuldt og flere gange. [Lesh et al 2003] 
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Kapitel 7: Delkonklusion og konklusion           
Vores undersøgelse af hvordan elever understøttes i deres afmatematisering foldede vi ud i 
nedenstående spørgsmål: 
 
● Hvilke vanskeligheder observeres hos elever i forbindelse med afmatematisering og hvad er 
baggrunden for disse vanskeligheder? 
● Hvordan kan fokusering på og italesættelse af matematisering og afmatematisering samt brug 
af blackboksing støtte elever i at opnå bedre beherskelse af selve afmatematiseringsfasen? 
 
 
7.1 Delkonklusioner: 
 
Med hensyn til hvilke vanskeligheder der observeres hos elever i forbindelse med afmatematisering 
så vi vanskeligheder der involverede selve modelbegrebet. Det gjaldt blandt andet problemer med at 
skelne mellem model og empiri som sås ved at elever ledte i empirien efter svar som skulle findes i 
modellen samt ved at elever havde svært ved at forstå hvordan modellen kunne et andet svar end 
det, der kunne aflæses i empirien. 
En anden vanskelighed vi så, var en manglende evne til at kunne udtrykke matematiske resultater i 
virkelighedens sprog.  
Derudover så vi vanskeligheder omkring manglende realkendskab, en vanskelighed der typisk 
beskrives som hørende til under matematiseringen. Da vores elever imidlertid arbejder meget med 
opgaver, hvor matematisering allerede er foretaget, så vi dog denne vanskelighed skabe problemer i 
forbindelse med afmatematiseringen, som vi f.eks. så hos Mathias der i afmatematiseringen af 
konstanterne i en fremskrivning af Sydamerikas befolkning havde brug for at forstå 
matematiseringen af sådan en udviklingen for at kunne komme i gang med afmatematiseringen. 
Tekstforståelsen skabte en del flere vanskeligheder for vores elever, f.eks. når der i ordlyden til en 
opgave for Calle blev brugt acre hvilket resulterede i at han simpelthen ikke kunne fange en vigtig del 
af opgavens indhold.  
Det at udtrykke matematiske resultater i virkelighedens sprog kræver et registerskift mellem et 
monofunktionelt og et multifunktionelt register, noget vi gentagende gang så at vores elever fandt 
svært. 
Yderligere fandt vi også udfordringer i brugen af kompetencer som er mere alment matematiske, og 
ikke kun knyttet til den matematiske modellering, nemlig repræsentationskompetence. Her 
diagnosticerede vi vanskeligheder med repræsentationskompetencer indeholdende både 
vanskeligheder inden for den enkelte repræsentationsform og i skiftet mellem flere 
repræsentationsformer.  
 
En del af disse vanskeligheder er også beskrevet i den matematikdidaktiske litteratur. Vi kan f.eks. se 
at også [Gallbraight/Stillmann, 2006] henviser til at eleverne har svært ved at integrere matematiske 
konklusioner i virkelighedens svar, da sproget ikke er helt det samme.  
At realkendskab ikke altid er fyldestgørende og dermed bremser eleverne eller medvirker til at 
resultater misforstås nævner [Maass 2005] også som en almindelig vanskelighed. At der er behov for 
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registerskift er helt indlysende, da det jo netop er en del af modelleringen at skulle skifte fra et 
univers til et andet. Dette er bare almindeligvis svært, hvilket vi ved fra den gamle kending [Duval, 
2006]. 
 
Med hensyn til baggrunden for disse vanskeligheder, overvejede vi om et ikke-reificeret 
koordinatsystemsbegreb kunne ligge til grund for en vanskelighed med at orientere sig i og bruge graf 
og punkt. I vores afdækning af dette fandt vi dog at vores elever ikke lod til at have store 
vanskeligheder med koordinatsystemet. En anden baggrund for vanskelighederne kan være at 
elevernes beliefs omkring hvilket sprog, de skal besvare en matematikopgave i, havde betydning for 
deres afmatematisering. Vi mener tilsvarende at kunne se, at elevernes opgaveløsning delvist var 
præget af en sociomatematisk norm omkring at løsningen på en regressionsopgave er CAS-
værktøjets plot. Vanskelighederne med at udtrykke de matematiske resultater i dagligsprog, kan 
bunde i både en manglende sproglig kompetence og/eller en mangelfuld forståelse af de 
matematiske resultater.  
 
Med hensyn til hvordan man ved fokusering på og italesættelse af matematisering og 
afmatematisering samt brug af blackboksing kan understøtte elever i at opnå bedre beherskelse af 
selve afmatematiseringsfasen at en tydelig italesættelse af matematisering gjorde den efterfølgende 
afmatematisering enklere. Dette gjaldt især i regressionsopgaver, hvor eleven var nået igennem 
matematiseringsfaserne uden for alvor at have overvejet hvilken empiri, han arbejdede med. 
Samtidig oplevede vi at den aktive brug af blackboksing tydeliggjorde for eleven, at et væsentligt 
aspekt af at løse regressionsopgave omhandler overvejelser om matematisering samt konklusionerne 
på de resultater ens CAS-værktøj producerer. Ved at blackbokse CAS-arbejdet i regressionsopgaverne 
gjorde vi det muligt at dreje lidt på beliefs om at en opgave er løst, når den er løst i det matematiske 
domæne. Blackboksing’en gjorde det også muligt at holde en stor del af vejledningen i den vertikale 
del af modelleringscyklen - ind og ud af matematikken - og dermed arbejde intens med de 
registerskifte der ligger her. Dette mener vi også var med til at træne vores elev i registerskift. Med 
hensyn til at tydeliggøre afmatematiseringen forsøgte vi at gøre dette ved på forskellige måde at få 
eleverne til at udtale deres resultater i dagligsprog, for eksempel ved at bede dem beskrive resultatet 
for en lillebror, eller fortælle i en lang sætning hvad begge konstanter i den rette linjes ligning betød. 
Vi oplevede at dette var en stor hjælp for eleverne, og at deres beliefs omkring hvilket sprog man kan 
tale i, i en matematikopgave var forholdsvis let at ændre.  
En anden måde vi forsøgte at tydeliggøre afmatematiseringen var ved hele tiden at fastholde 
eleverne på enheder, og bede om sproglig præcision. Når vanskeligheden med at give en sproglig 
præcision skyldtes at eleven ikke havde en fuld forståelse af de sammenhænge, de arbejdede med, 
medførte dette ikke en egentlig forbedring, men når vanskeligheden mere skyldtes, at eleven ikke var 
klar over, at enheden hørte med til et fyldestgørende svar, var det en hjælp. 
Sidst men ikke mindst oplevede vi at et fokus på snudemodellen og at modellering indeholder 
forskellige faser hvor sproget er forskelligt hjalp eleverne med at forstå hvad opgaven gik ud på 
primært fordi dette fokus tydeliggjorde de sociomatematiske normer omkring opgaveløsning. 
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7.2 Konklusion                                                                                                                                                                                                        
Vi mener hermed at have fundet frem til at man med succes kan understøttes elevernes 
afmatematisering ved i første omgang at gøre det klart for eleverne hvad en modelleringsøvelse 
overhovedet er for noget, at man skifter mellem virkelighed og matematikverden og at man hele 
tiden skal holde sig for øje, hvor man er henne for at kunne vide, hvordan man skal svare. Vi har 
fundet det brugbart at italesætte, hvad vi mener når vi bruger ordet model, og hvilke svar man kan få 
fra en model.  
Vi har fundet det brugbart at blackbokse selve den matematiske analyse for at kunne fokusere på og 
italesætte arbejdet med afmatematiseringen, men også ind i matematikken i selve 
matematiseringen. I vores fokus på afmatematiseringen har vi gjort det klart for eleverne at de skal 
benytte sprog fra virkelighedsdomænet for at kunne svare på opgaverne. 
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Bilag 1: Diagnostiske opgaver: 
Nedenstående opgaver er fra Calles forløb, nævnt i den rækkefølge vi arbejdede med dem. Flere af 
opgaverne er brugt i selve opgaven, men vi synes der kan være en logik i at se dem sammen, hvorfor 
de er gengivet nedenfor allesammen.: 
1. Vejledning uge 37 
(opgave 9 og 10 fra Professortesten) 
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2. Vejledning uge 38 
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3. Vejledning uge 39 
Fortsat arbejde med opgaven fra vejledning 2 med andemad 
  
4. Vejledning uge 41 (halv vejledning, da Calle kom for sent) 
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5. Vejledning uge 41 m vejlederbesøg 
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6. Vejledning uge 43 
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7. vejledning uge 44 (afslutning)… Eftertest  
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Bilag 2: Diagnostiske opgaver 2c 
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Bilag 3 For- og eftertests i klasseintervention i 2c 
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Bilag 4: Interventionsopgaver for klasseintervention i 2c 
 
Første sæt interventionsopgaver: 
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Interventionsopgave i stor detalje: 
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Opgave 1 
Du skal indhegne en kvadratisk hundegård med stolpehegn. Opstil udtryk for hhv. hundegårdens 
omkreds og dens areal. 
 
Opgave 2 
Du skal i håndarbejde strikke en cylinderformet tehætte til din tekande, men hvor mange centimeter 
masker skal du lave på din rundpind (en cirkelformet strikkepind, hvor med man kan cylinderformet 
rør). Du ved at din tekande også er cylinderformet med en højde på 10 cm og kan rumme 1,5 liter. 
 
Opgave 3 
Jensen er glad for roser og har indkøbt et rosenstativ med form som en parabel. Han ved at buen er 
2,5 m høj og 2,4 m bred hvor den står på jorden.  Opstil et udtryk som kan beskrive rosenstativets 
form. 
 
Opgave 4 
Et penduls svingningstid afhænger af pendulets snorlængde ud fra følgende formel: 
Hvor T er svingningstiden målt i sekunder, L er pendulets længde målt i meter og g er 
tyngdeaccelerationen på 9,82 m/s2 
Du er imidlertid mere interesseret i at have en sammenhæng der viser hvordan pendulets længde 
afhænger dens svingningstid. Hvad gør du? 
 
Opgave 5 
Luftmodstanden på en faldende muffinform virker som en kraft, der afhænger af en række faktorer: 
1)      Kvadratet af den hastighed muffinformen falder med 
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2)      Lineært med luftens densitet ρ 
3)       Lineært med muffinformens tværsnitsareal A 
Proportionalitetskonstanten er  ½· Cw hvor Cw er en konstant kaldet formfaktoren.   
Opstil en sammenhæng der viser hvordan kraften fra luftmodstanden stiger når man slipper den. 
 
Opgave 6 
Intensiteten for en pære i en cykellygte måles i w/m2 og stiger med kvadratet på afstanden når cyklen 
bevæger sig mod dig.  Når du ser cyklisten er intensiteten 0,5 w/m2. Opskriv en lov der viser hvordan 
intensiteten stiger med afstanden når cyklen kører hen mod dig.  
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Appendix  Litteratur referater               litteratur (alfabetisk efter forfatter) 
 
 
Appendiks A: Blomhøj, 2003 “Developing mathematical modelling competence: conceptual 
clarification and education” 
Artiklen beskriver matematisk modellering proces som en kompetence. For at besidde denne 
kompetence skal man kunne håndtere seks under-kompetencer, som er nødvendige men ikke 
fyldestgørende. Disse seks under-kompetencer dækker det vigtigste i modelleringen, og er 
præsenteret som følgende: 
                                                     
 
a. Opgaveformulering og identifikation af karakteristika som skal modelleres 
b. Systematisering, udvælgelse og idealisering af relevante objekter og størrelser fra 
virkelighedens domæne 
c. Matematisering, oversættelse af de udvalgte objekter til deres fremstilling i det matematisk 
sprog 
d. Analyse, benyttelse af matematik til at opnå matematiske resultater og drage matematiske 
konklusioner 
e. oversætte fra matematik til den virkelige verden 
f. evaluere validiteten af modellen i forhold til data og forventede data. 
 
Det er ofte naturligt og frugtbart  at bevæge sig op og ned i modellen - det er altså ikke opfattet som 
en cirkulær proces. 
 
Artiklen beskriver interaktionen i mellem begrebsafklaring og vægtning af forskellige opgavers 
design. Kompetencerne kan ikke bare læres ved at læse om dem - men skal aktivt benyttes og prøves. 
De skal modnes. Kompetencer er sociokulturelle da de hører til en person. 
 
Næste fokus i artiklen er, hvordan man skal undervise i disse modellering for at opnå disse 
kompetencer. Nogle argumenterer for at man skal udforske delprocessernemens andre er af den 
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mening at man skal se på helheden. Umiddelbart kan det synes nærliggende med fokus på proces c, d 
og e altså afmatematiseringen, idet a og b oftest er givet i de opgaver som eleverne møder. Hvis man 
skal lære matematisering som helhed bør der fokuseres på matematiseringen da den oftest findes 
sværest. 
 
Artiklen beskriver nu et undervisningsforløb for 74 studerende på et 1 års kursus på Basis på RUC, 
med det overordnede formål at lære eleverne at modellere. Forløbet bestod dels af 2 ugentlige 
undervisningsgange og dels 6 miniprojekter. Konklussionen var, at eleverne har brug for at fokusere 
på delprocesserne før de kan lære helheden. Eleverne var meget ensusiastiske og brugte mest tid på 
matematiseringen. De ville hellere have mundtlig end skriftlig feedback. 
 
Artiklen angiver følgende findings: 
Varierende opgavetyper, og mest tid på matematiseringen. 
Elever skal hjælpes til at se hvor de er i processen. 
Metakognitiv fokus, så eleverne ved hvad de lærer og hvordan 
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Appendiks B: Gravemaijer K, (2007) “Emergent modelling as a precursor to mathematical 
modelling.” 
 
Artiklen beskriver med et eksempel emergent modelling. Ifølge Gravemeijer kræver matematisk 
modellering blandt andet evnen til at transfomere et problem til matematik, og dette kræver 
abstraktion. Denne abstraktion kanske på to måder, alt efter om man foretager en traditionel 
matematisk modellering (abstraktionen sker som en reduktion over situation) eller emergent 
modelling (abstraktionen sker som en konstruktion over længere tids arbejde med et problem.) 
Ifølge Gravemeijer har elever svært ved at anvende matematisk viden på et givent problem, men let 
ved at finde løsninger på problemer der engagerer dem. Med emergent-modelling kan vi bruge dette 
sidste (at elever kan finde løsninger) til at hjælpe dem med at gøre det første. 
Emergent modelling: 
Elever starter med at modellere deres egen uformelle matematiske aktivitet. Derefter skal modellens 
karakter skifte for eleven, og efterhånden blive mere til formel matematisk ræsonnement. Dette sker 
gennem følgende 4 faser. Det er eleven selv, der skal komme fra fase til fase. 
De 4 faser beskrives i artiklen og derefter gives et eksempel. Her vises faserne med eksemplet. 
1. Aktiviteter i selve opgaven: (Eleverne arbejder med en konkret situation). I eksemplet skal 
eleverne tage stilling til hvilket af to batteri-typer der bedst og har fået stillet en række 
måleresultater til rådighed (grafisk). Her kommer bemærkninger som at det er bedre med et 
stabilt batteri end med et hvor man skal gætte. 
2. Refererende aktiviteter (aktiviteter hvor eleverne i stedet for at arbejde med den konkrete 
situation, arbejder med en model af den konkrete situation.) I eksemplet sker dette når 
eleverne i stedet for at se på selve længden af batteriernes levetid, kan nøjes med at se på 
endepunkter og dermed introducere et linjeplot. Endepunkter og linjeplot er blevet en model 
af. 
3. Generelisende aktiviteter (aktiviteter hvor modellen er blevet en model for. Det vil sige at den har 
mening i rammen af matematiske relationer). I eksemplet kan det være når eleverne kan se at 
modellen kan udtale sig om andet end bare den konkrete situation med batterierne. 
4. Formel matematisk ræsonnement: Når eleverne ikke længere har brug for modellen til at støtte deres 
brug af de begreber der er opstået i arbejdet med modellen. I eksemplet kan det være når eleverne 
kan tale om spredning eller densitet som et objekt i sig selv. 
I emergent-modelling udvikler modellen sig altså fra en uformelt situeret model til en mere sofistikeret model. 
Undervejs skifter modellen karakter fra at være en model af til at blive en model for. Transitionen mellem 
de to sker hos eleven og er at sammenligne med Sfards beskrivelse af udviklingen af en elevs 
tilegnelse af et matematisk objekt. Fordelen ved at bruge emergent-modelling frem for matematisk 
modellering er at man i emergent-modelling tager udgangspunkt i elevens evner til at løse problemer 
og derfra ender i den formaliserede matematik, mens man i matematisk modellering indledningsvist 
forudsætter et mål af formel matematisk viden.  
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Appendiks C: Højgaard T (2010) “Communication: The Essential differens between Mathematical 
modeling and problem solving.” 
 
Denne artikel sætter fokus på forskellen mellem at bedrive matematisk modellering og så arbejde 
med problemorienterede opgaver.  To forskellige kompetencer er i spil og artiklen tager 
udgangspunkt i tre eksempler - et i modellering, et i problemløsning og et som er både og/hverken 
eller. 
KOM rapportens kompetencebeskrivelse præsenteres, hvorefter de to kompetencer relevante for 
indeværende diskussion præsenteres. 
 
Forfatteren stiller herefter skarpt på hvad kernen i de to kompetencer er for at kunne bruge denne 
forskel til at identificere hvad der typisk foregår af undervisning i udskolingen og gymnasiet. 
 
Kernen i modelleringskompetencen beskrives som evnen til at arbejde med åbne, underbestemte 
problemstillinger. Den lærende skal kunne arbejde sig frem ad uden at vide hvor arbejdet fører hen, 
hvilken vej det vil tage og hvad der skal gøres undervejs for at komme igennem. 
 
Kernen i problemløsningskompetencen beskrives som evnen til at vide hvad man skal nå frem til 
uden at vide hvordan man kommer derhen. 
 
Forfatteren præsenterer nu hvordan arbejdet med at udvikle lærebøger til 9. klasse i matematik og 
arbejdet med ”Allerød projektet” har fået forfatteren til at indse hvor gunstigt det kan være at 
fokusere på forskellene i kerner for de forskellige kompetencer og i det hele taget bruge 
kompetencebegreberne til at skabe en fælles referenceramme for lærer,elever og udviklere af 
undervisning. 
 
Sluttelig opsummeres pointerne med to hypoteser. 
a. Der arbejdes typisk ikke med matematisk modellering i form af åbne spørgsmål, men kun med 
matematisering da de er nemmere at lave, udføre, rette osv. 
b. Der arbejdes typisk ikke med matematisering men med pseudo-virkelighedsnære opgaver 
som hverken understøtter problemløsningskompetencen eller modelleringskompetencen, da 
de er nemmere at lave, udføre, rette osv. 
 
Pointen er at det er disse pseudo-virkelighedsnære opgaver som er de eneste repræsentanter for et 
bud på modelleringskompetence-testning til skriftlig eksamen i gymnasieskolen i Danmark! 
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Appendiks D: Kilpatrick, 1995 “Staking Claims” 
Matematisk uddannelse har ikke de samme fokusområder for lærere og for forskere. Det kan derfor 
være relevant at opstille forskellige kriterier for hvad god forskning er alt efter om det benyttes til 
forskning eller undervisning. 
Kilpatrick diskuterer følgende kriterier for vurdering af forskning i matematik. Kriterierne blev 
fremstillet af Sierpinska i 1994 i Gilleleje:  
- relevans (Det der er god research for nogen behøver ikke at være det for andre, relevant 
research er høj kvalitet hvis det kan bruges af andre) 
- validitet (Fordi noget gælder et sted, er det ikke sikkert at det gælder et andet sted. God 
forskning er når den får folk til at diskutere resultater og brugbarhed af metoder) 
- objektivitet (Forskning beskrives objektivitet og det er en idealistisk tankegang, det meste 
forskning baserer sig på bevidsthed og følelser, og er derfor subjektivt) 
- originalitet (Kan godt være originalt selvom det er genbrug - når forskning er originalt har det 
et element af overraskelse og får os til at se undervisning i et nyt lys) 
- Stringens og præcision (Stringens og præcision er relativ) 
- forudsigelighed (med forudsigelighed menes ikke at kunne forudse  hvad der sker, men at 
forstå hændelser der er ved at ske i forhold til de beskrevne forhold) 
- reproducerbarhed (videnskab skal publiceres, hvis det skal kunne bruges) 
- relaterbarhed (matematik kan være et redskab i forskning, man skal fokusere på hvordan der 
undervises i matematik, da det gøres på mange forskellige måder) 
 
Alternative kriterier (Lester): 
Kriterier er lavet i forbindelse med en kommites udfordringer med at vælge hvilke artikler der 
offentliggøres, underliggende antagelse er, at det primære fokus er undervisning og at kriterierne 
skulle være generelle og ikke abstrakte. 
 
- Umagen (Minder om relevans i ovenstående kriterier, men tager højde for at det ikke 
nødvendigvis er alle der synes at de samme emner er relevante) 
- kohærens (sammenhæng og harmoni mellem komponenter i teksten - burde også have været 
med i ovenstående kriterier) 
- kompetence (Denne parameter er irrelevant, hvis det ikke er kompetent falder det for en af 
de andre parametre) 
- åbenhed (metoder skal skrives åbent og ærligt) 
- etik (medvirkende beskrevne lærere/elever skal behandles værdigt og situationer skal 
beskrives nøjagtigt. Denne parameter mangler også i egne kriterier) 
- kreditering (kredit til findings hvis de bunder i evidens og ikke retoriske floskler) 
- kvalitet (klarhed, organisering, oprigtighed og originalitet. Originalitet mangler også i K’s egne 
kriterier) 
 
Matematik har været undervist altid, men det er kun de sidste 100 år at man har diskuteret hvordan 
det skal undervises. Forskning inden for matematikdidaktik har aldrig været bedre, og dog er der 
mange udfordringer. Forskning skaber udvikling når der provokeres. 
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Appendix E: Lester, 2005 “On the theoretical, conceptual, and philosophical foundations for 
research in mathematics education” 
 
Artiklens hovedspørgsmål er; hvad er teoriens rolle i undersøgelse af uddannelse, hvordan påvirker 
forskerens filosofiske tanker forskningen, hvad skal være målet med forskning i didaktik. 
  
Ofte er der et behov for at forsvare hvad man laver, mere end at fokusere på hvordan det virker - 
bliver altså på bekostning af teori. Forskere har svært ved at finde de relevante koncepter at 
undersøge. Ikke altid tydeligt om det er teori eller praksis der er i fokus, og rammer for teori og 
praksis er ofte ikke beskrevet. 
 
Naturlige rammer for forskning 
Rammer hjælper til hvilke spørgsmål der er relevante og hvordan de besvares samt hvornår 
resultaterne gælder. 
Data giver kun mening hvis de er sat i rammen, og der skal kunne konkluderes på dataene 
Der skal være plads til udfoldelse og logik og der er behov for at undersøgelserne er dybdegående og 
til at forstå. 
 
Forskning kan både være rent teoretisk men det er ikke muligt at lave forskning uden at se på 
teorien. Ofte drejes data så de passer, fordi forskeren vil have dem til at passe ind i en given 
sammenhæng. Ofte snakker forskere ikke sammen med praktikere - bedst når det er sideløbende. 
 
Klassificering af forespørgsler: 
● Leibnizian (reasoning), kun teoretisk. Ikke gængs i dag. 
● Lockian (Observation), rent empirisk. Ofte i fysik, hvor viden kommer fra observerede data.  
● Kantian (repræsentation), både teoretisk og praktisk, giver mulighed for at belyse problemer 
fra forskellige sider 
● Hegerian (Dialectic), ser både på forventet og på bedste model, anti-teoretisk og inkonsistent 
● Singerian (etiske værdier og praktiske konsekvenser), ser også om svar er realistiske og hvad 
hensigten er med artiklen 
 
Lockian, Kantian og Hegerian producerer viden for sin 
egen skyld, Singerian forsvarer metoder.  
Afslutter med at præsentere Stokes dynamiske model 
over didaktisk undersøgelse: 
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Appendiks F: Maass K (2006) “What are modeling compentencies?”  
 
Modellering og application er blevet en del af skolecurriculum, men hvad vil det sige at kunne 
modellere? Artiklen er en beskrivelse af rammer, forløb og konklusioner på en empirisk undersøgelse 
af hvilke kompetencer der kan opbygges, når modellering bruges i undervisning. Der ses både på 
modellerings- og metakognitive kompetencer 
Undersøgelsen centrerede sig om følgende spørgsmål: 
1. Hvordan ændres elevers matematiske beliefs sig under undervisning af modellering? 
2. Hvordan kan man lære elever at modellere selv? 
3. Hvad er modelleringskompetencer? 
4. Hvilke sammenhænge er der mellem matematiske beliefs og modelleringskompetencer? 
Artiklen beskæftiger sig med spørgsmål 2 og 3 
Undersøgelsens teoretiske ramme: 
Modellering bevæger sig mellem virkelighed og matematik, i det man modellerer et virkeligt 
problem. Mass læner sig op ad Blum og Kaisers inddeling af trin i en modelleringsproces: 
a. Det virkelige problem: idealiseres, simplificeres, struktureres og dette fører til: 
b. Den virkelige model: denne matematiseres og dette fører til: 
c. Den matematiske model: stilles spørgsmål og giver svar 
d. Virkeligheden: oversættelse og fortolkning af svar 
e. Validere svarene ud fra det virkelige problem 
Modelleringskompetencer bliver dermed kompetencer indenfor de ovenstående fem kategorier: at 
kunne identificere det virkelige problem, at kunne opstille den virkelige model, at kunne opstille den 
matematiske model, at kunne arbejde indenfor den, at kunne oversætte til virkelig, at kunne 
validere. Under alle er der underkompetencer. 
Mass definerer selv: modelleringskompetencer inkluderer evner til at udføre modelleringsprocessen 
appropriat og målorienteret og villigheden til at udføre dem. 
Metakognition: I definitionen af hvad dette er, bygger Mass på Sjuts definition: selv-reguleret læring 
(deklarativ, procedurel, motivationel) 
Mass definerer selv: Metakognition er at tænke over egen tænkning og kontrollere egne 
tankeprocesser + Sjuts tre komponenter 
 Praksis 
Undervisningen foregår i 2 7. klasser. De undervises som gruppearbejde, afvekslet af 
klasserumsarbejde og individuelt arbejde. Meget fokus på metakognitiv udvikling. 
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Der gives et eksempel på en modelleringsopgave, porschen, hvor eleverne skal udregne prisen for at 
male en ny porsche-model. 
Evaluering 
Eleverne testes på forskellig vis før og efter forløbet. I artiklen beskrives forskellige test, der kan måle 
modelleringskompetence (småopgaver kan bruges til inspiration), mapping for at måle metakognitiv 
udvikling samt interviews for at måle begge. 
Resultater 
Alle eleverne kunne efter forløbet udføre modellering på både kendte og ukendte områder - ikke 
altid det korrekte resultat 
Typer af fejl: 
a. fejl ved at opstille den virkelige model - simplificerer for meget, kender ikke nok til 
virkeligheden 
b. fejl ved at opstille den matematiske model - upræcise symboler, forkerte algoritmer og 
formler - 
c. fejl ved løsning af de matematiske spørgsmål indenfor modellen - 
d. fejl i at fortolke resultatet 
e. fejl i at validere resultatet 
f. fejl der angår hele modelleringsprocessen: - ændrer antagelser undervejs i processen, rette 
resultat uden at rette model, stoppe undervejs i processen, manglende beskrivelse af trin i 
model, manglende målorientering. 
Et andet resultat var at stort set alle elever udviklede metakognitive kompetencer omkring 
modellering. Også her var dog misforståelser. 
Typer af misforståelser: 
a. Misforståelser omkring at opstille den virkelige model: simplificere = at gætte, simplificere er 
at gøre udregninger så lette som muligt 
b. Misforståelser omkring opstilling af matematisk model: sammenblanding af virkelige og 
matematiske model, matematisk model svært at forklare 
c. Misforståelser omkring de matematiske løsninger: kun tal tæller som løsning o.a. 
d. Misforståelser omkring oversættelse og validering: Validering altid det samme, validering = 
gennemgang af model, validering = give karakter 
e. Generelle misforståelser: Alle løsninger rigtige, tror på eksperter uden at kende til modellen, 
matematik kan ikke løse virkelige problemer o.a. 
Sidst diskuteres det hvilke faktorer der er vigtige under modelleringsprocessen. Her når Mass frem til 
at der både kræves kompetencer indenfor de enkelte modelleringstrin, metakognitive kompetencer 
omkring det at modellere, samt attituden overfor modellering. Den sidste illustreres ved model, der 
som akser har henholdsvis attitude overfor matematik og attitude overfor modelleringseksempler. 
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 Appendiks G: Niss M, Blum W, Galbraith P (2007) “Modelling and Applications in Mathematics 
Education” Chapter 1, The 14th ICMI Study 
Teksten er et kapitel fra en ICME preceeding og som introducerer matematisk modellering , 
præsenterer forskellig og ligheder mellem anvendelsesorienteret matematik og modellering, 
interessent analyse, analyse af feltets prioriteter, den historiske udvikling og til sidst en præsentation 
af resten af udgivelsen. 
1. 
At vi har at gøre med anvendt matematik antyder at matematikken bliver anvendt på et udsnit af den 
virkelige verden, her benævnt den ekstra-matematiske verden D.  Når man anvender matematikken 
på virkeligheden er der altid tale om at anvende en eller anden form for matematik model, som via 
arbejde indenfor det matematiske domæne M kan give svar til virkeligheden.  Modelleringsprocessen 
beskrives som en cyklus mellem D og M. 
Matematisk modellering har haft skiftende fokus i undervisningssektoren op igennem tiden, og her 
præsenteres at der eksisterer en dualitet i begrundelsen for at arbejde med modellering. 
a) Man kan arbejde med matematisk modellering  for at lære matematik 
b)  Man kan man lære matematik for at kunne arbejde med modellering. 
Denne dualitet er ikke så fremtrædende de første år hvor man både lærer matematik af at anvende 
den og lærer at anvende matematikken på en ubesværet integreret måde. 
Ej heller på mere professionsorienterede uddannelser som uddannelser til elektriker, håndværker, 
økonom, ingeniør er dualiteten noget der er særlig tydeligt i den afholdte undervisning. Faktisk kan 
det næsten være et mål at udviske denne dualitet for ikke at afsløre hvad der er mål og hvad der er 
middel. 
Til gengæld er der på gymnasium og på universitetsniveau en meget synlig dualitet og artiklen 
udfolder nu dualiteten i en række karakteristika. 
Artiklen peger nu på at hvis man forestiller sig at elever kan undervises i ren matematik og så 
automatisk bliver de i stand til at bruge det tager man fejl. Deres viden er i høj grad situeret, og 
selvom lærerne føler sig dårligt klædt på til at undervise ”ud af deres fag” så har mange 
undersøgelser efterhånden vist at der IKKE sker transfer imellem matematik-lokalets aktiviteter og så 
ind i fysik, kemi eller andre steder hvor man anvender matematikken. Det er derfor særdeles vigtigt 
at eleverne rent faktisk modtager undervisning i at anvende deres matematiske viden og udvikle 
deres modelleringskompetence og at lærerne bliver klædt ordentligt på til at varetage denne 
undervisning igennem undervisning i hvad modelleringskompetence dækker over og hvordan man 
underviser elever i opnåelse af kompetencen. 
2. 
Starter med en diskurs-udredning af model og modelleringsbegreberne. Her defineres i første 
omgang hvad der IKKE er - ej et ideal, ej efterlignende praksis, ej fysiske modeller. 
Modelleringscyklus udfoldes nu i 
1)      hvad kan være problemer - hvad er den ekstra-matematiske bid vi har fat i? 
2)      Hvad består matematiseringen af ? 
3)      Hvad består analyse-delen af? 
4)      Hvordan afmatematiseres analysens resultater? 
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5)      Hvad vil det sige at validere? 
6)      Hvad vil det sige at vurdere modellerings resultater? 
Det pointeres at der er en vigtig forskel mellem matematisk matematisk modellering og matematiske 
modeller, og det pointeres at studiet af ”standard modeller” - forskellige funktioner, 
sandsynlighedsfordelinger og andet godt kan være nok så nyttigt. 
Forskellen mellem matematisk modellering og anvendelse af matematik stilles der nu skarpt. 
Anvendt matematik beskrives som en vigtig del af studier på universitetet. 
Anvendelsesorienteret problemløsning kan indeholde modellering, men det kan også være ”pseudo” 
problemer som ikke har noget reelt ekstra-matematisk indhold. I denne artikel anvendes 
problemløsningen som havende et rigtig virkeligt problem at løse. 
Men hvordan udfoldes problemløsning /matematisk modellering i undervisningen? 
”Tekstopgaver” klassificeres som udklædte matematikopgaver, hvor afmatematisering blot består i at 
afklæde svaret. Disse opgaver kan i bedste fald indeholde gode elementer fra analyse og 
afmatematiseringsdelen og i værste fald fremmer eleverne i at lære instrumentelle skematiske 
løsningsmetoder. 
”Standard problemer” - optimeringsopgaver - meget lidt af modelleringscyklus er nødvendig. 
”Modelleringsopgaver” Åbne avancerede opgaver hvor man skal igennem alle faser. 
Der er ikke noget hierarkisk men blot den pointe at meget få gange bliver elever faktisk bedt om at 
modellere. 
Hvad vil det så sige at eleverne er i stand til at modellere? Evnen til at klare og beherske dybden af 
alle dele af modelleringscyklussen. Denne kompetence støtter sig til andre matematiske 
kompetencer, men også sociale kompetencer da meget matematisk modellering foregår i 
gruppearbejder. 
3. 
Modelleringskompetence kontekstplaceres og konceptualiseres i forhold til hvor matematisk 
modellering befinder sig i den virkelige undervisningssektor i følgende 3 områder: 
a)      Modelleringskoncept: Hvad forstås ved anvendelsesorienteret matematik og modellering? 
b)      Klasserummet: For hvem og af hvem undervises der i modelleringen? 
c)       Systemet: Hvem bestemmer at der skal undervises i modellering? 
Og dette udfoldes igen på de forskellige uddannelsesniveauer således: 
Igennem et sådant diagram kan man nu placere sager - ”issues”, f.eks.: 
I hvor høj grad kan man forvente at modelleringskompetencen forventes at kunne bruges bredt over 
mange emner og i forskellig kontekst? Er det afhængigt af læringssituationen i hvor høj grad den 
opnåede kompetencetilegnelse er situeret eller ej? 
Mange sager kan på denne måde udfoldes og analyseres. Hvad bør der ske i klassen i timerne? Hvad 
bør der ske når der skrives lærerplaner? Hvad siger forskningen? Hvilken retning blæser de politiske 
vinde? 
Disse perspektiver hænger nøje sammen med hvilken rolle i modelleringsverdenen man har - er man 
lærer, fagkonsulent, forsker, lobbist eller politiker? 
4. 
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Artiklen introducerer nu forskellige sider af anvendelsesorienteret matematik og matematisk 
modellering i forhold til efterfølgende kapitler i det samlede ICME preseedings, så der listes nu en 
lang række undersøgelsesspørgsmål som de mange efterfølgende kapitler udfolder. 
Epistemologisk:  hvad er det man egentlig gør når man modellerer? Man finder svar på en undersøgelsesspørgmål af en vis art. 
Skal man starte med ”emergent” modelling? Og det er i det hele taget vigtigt at der prioriteres rigtigt på de forskellige 
uddannelsesniveauer i forhold til hvilken del dualiteten der fokuseres på, men også i hvilken grad at hele eller dele af 
modelleringscyklus der skal have fokus. 
Hvad nytter det så det hele? Hvordan kan matematisk modellering bidrage fundamentalt set til elevernes kompetenceudvikling. 
Kan man finde et ”kernepensum” i modellering? 
Er det vigtigt at det er eleverne selv der laver modellerne eller er det også fint at analysere andres modelleringsproces? 
Er det vigtigt at problemerne er autentiske for at eleverne lærer at modellere? 
Kan vi karakterisere underkompetencer i elevernes opnåelse af kompetence-tilegnelse af modelleringskompetence?   
Hvordan uddanner vi lærerene til at til give en god undervisning i matematisk modellering? 
I hvor høj grad kan matematisk modellering støtte eleverne i at opnå hensigtsmæssige beliefs ? 
Hvad er realistisk i forhold til at uddanne lærer der ikke nødvendigvis har avanceret matematisk baggrundsviden? 
Kan matematisk modellering understøtte opnåelse af andre matematiske kompetencer? 
Kan matematisk modellering motivere de studerende? 
Hvordan kan vi uddanne lærere og hvad siger forskningen om dette? 
 Hvordan giver man karakterer for matematisk modelleringskompetence? 
Hvad gør matematisk modellering til et svært emne at indføre i undervisningen? 
Hvordan evaluerer man undervisningen i matematisk evaluering ? 
Hvilke udfordringer giver øget fokus på matematisk modellering i forhold til brug af teknologi - f.eks. for u-lande? 
5. Historien for udviklingen af feltet introduceres nu.Der har altid eksisteret anvendelse af den 
matematiske viden og det er faktisk først meget sent i historien at vi ser ”ren matematik” opstå. Først 
med den ikke - euklidiske geometris fremkomst i det tidlige 1800-tal og siden abstrakt analyse og 
algebra bragte skiftet i hus til udvikling af den rene matematik. 
I kølvandet på denne udvikling fandt de nyvundne områder dog særdeles hurtigt anvendelse. 
Undervisningen fulgte efterhånden også med de nye tendenser og fra midten af 1900-tallet kom der 
kurser i abstrakt matematik som ingen anvendelsesvinkel havde. Det skal dog nævnes at Euklids 
elementer havde været lærebog. 
Op igennem 20. århundrede har vægtningen mellem det anvendelsesorienterede og det rene 
matematik været til debat, og udviklingen beskrives som pendulsving frem og tilbage mellem fokus 
på hhv ren og anvendt matematik. Denne svingen frem og tilbage kan mange gange spores direkte 
tilbage til historiske begivenheder såsom den store depression, sputnik chok mm. 
En tendens der bliver vigtigere og vigtigere specielt på gymnasieniveau er at der skal flere og flere 
igennem uddannelsessystemet - mange som ingen særlig interesse har i den rene matematik og 
denne tendens slog igennem i 70-erne hvor der i mange landes læseplaner blive lagt mere vægt på 
det anvendelsesorienterede. 
Til sidst gives en gennemgang af hvordan den matematiske modellering er opstået og har udviklet sig 
som forskningsfelt og hvordan der også har udviklet sig forskning i hvordan man underviser i 
matematisk modellering. ICME, ICMA, ICTMA mm fremkomst beskrives som fora for disse nye 
forskningsfelter. 
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Appendiks H: Niss M, 2012 “Models and Modelling in Mathematics education”, EMS 2012 
Artiklen indleder med at fortælle, at matematisk modellering er et af de mest omdiskuterede 
undervisnings områder inden for matematik i dag - fordi modeller benyttes rigtig mange steder uden 
for matematikken.  
Artiklen beskriver den matematiske modellering cykel, hvordan man tager et virkeligt problem, 
matematiserer det, løser problemet og vender tilbage til den virkelige verden igen.  
 
Modellering er et af de steder, hvor matematikken virkelig kan ses i anvendelse, og derfor også et 
emne der kan benyttes til at motivere elever til at lære matematik. 
 
Artiklens første findings er, at matematiske kundskaber er nødvendige for at kunne modellere, men 
det er langt fra nok. Hvis man skal kunne modellere, skal man også kunne lave og forstå antagelser, 
man skal kunne simplificere virkeligheden, og i flere tilfælde også selv sørge for at indsamle nye data.   
 
Artiklens anden finding er, at modellering kan undervises på alle niveauer (selvfølgelig forskellige 
eksempler) 
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Appendiks I: Weigand (2014), “Looking back and ahead - didactical implications for the use of digital 
technologies in the next decade”, Teaching Mathematics and its Applications 
 
Artiklen beskriver et 10-årigt projekt i Bayersk gymnasieskole hvor man til en vis grad har indført CAS-
værktøjer i den daglige matematikundervisning. 
Begrunden for udviklingsarbejdet ligger helt tilbage i slutningen af 80-erne hvor elevers adgang til 
avancerede lommeregnere og computerprogrammet blev spået til at have en stor indflydelse på 
elevernes muligheder for at tilegne sig matematisk viden. Denne tilegnelse blev dengang forudset til 
at blive dybere og bredere med CAS end uden. 
20 år senere måtte forskerne sande at disse glorværdige forudsigelser ikke holdt stik og ved den 
seneste ICMI kom Michele Artique med følgende 
M3 projektet startede i 2003 og over 5000 elever har igennem de sidste 3 år været en del af 
projektet. Projektklasserne må anvende CAS både i den daglige undervisning og til eksamen, og deres 
resultater er blevet løbende sammenlignet med klasser som ikke har haft adgang til CAS. 
Artiklen arbejder sig nu med baggrund i den indsamlede empiri frem til 10 hovedudfordringer i 
undervisningspraksis omkring CAS-brug, som er forfatteren mener er centrale i forhold til at få CAS til 
at fungere som det oprindeligt var målet. De ti teser understøttes undervejs af observationer og 
eksempler. 
 
1. Tilhængerne af CAS har undervuderet vanskelighederne ved at brugen heraf og har ikke været i 
stand til at overbevise lærere, forelæsere og forældre om CAS fortræffeligheder. 
2. Adgangen til CAS gør det sværere at lave eksamensopgaver. 
3. Der skal udvikles kriterier for hvad der er en passende dokumentation ved skriftlig eksamen. 
4. Selv om CAS giver muligheder for interaktivitet, dynamik og multiple digitale repræsentationer er 
det stadig udfordringen at eleverne får udviklet deres egne mentale repræsentationer. 
5. Elever skal have strategier i forhold til at bedømme, kontrollere og revidere de svar man får fra 
CAS. 
6. At udvikle en kompetencemodel - en ”hjælpemiddelskompetence” kan være en god hjælp i forhold 
til diagnostik og udvikling af strategier for at udvikle en sådan hjælpemiddelkompetence. 
7. At arbejde med CAS kræver at man kender hvilke begrænsningerne CAS har i forhold til det 
matematiske indhold. 
8. Vi har brug for langvarige empiriske studier af CAS i forhold til at udvikle strategier for læring og 
undervisning i matematiske pensum. 
9. Det bliver en international udfordring at skabe mulighederne for sammenhængende læringsmiljøer 
hvor der indgår mange forskellige IT platforme og kommunikationsformer. 
10. Det er vigtigt at være visionere mht. at implementere CAS i klasserumsundervisningen. 
 
Artiklen slutter med at fortælle at nu kan alle Bayerske skoler vælge at bruge CAS, og at 
artiklens råd er et sted at starte når man skal arbejde med CAS - ikke mere, ikke mindre. 
 
